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2  Grup Kavramina Girig

2A  Grubun Tanim

Bu derste iglem ile her zaman ikili igslem kastedilmektedir.

Bos olmayan bir X kiimesi iizerindeki bir iglemin tablosunun sudoku 6zelligini saglamasi
icin gerekli kosullar1 bulmaya caligalim. Islemimizi * ile gosterelim ve a, b, ¢ € X olsun.

Tabloda a elemanina karsilik gelen satirdan iki girdi secersek, bu girdiler a x b ve a * ¢
bi¢iminde olur. Benzer gekilde tabloda a elemanina kargilik gelen siitundan iki girdi secersek,
bu girdiler de b*a ve cxa bigiminde olur. Sudoku 6zelliginin sembollerle ifadesi, her a, b, c € X
icin

(axb=axc = b=c)ve (bxa=c*xa = b=rc)
seklindedir.

Kolayca goriilecegi gibi a * b = a * ¢ egitliginde a’lar1 sadelestirebilmemiz gerekmektedir.
Sadelestirme aslinda iki tarafi s6z konusu elemanin tersi ile igleme sokmak demektir. Dolayisi
ile, sudoku 6zelliginin saglanmasi i¢in X kiimesindeki her elemanin tersi yine X kiimesinde
olmalidir. Bir elemanin tersinden séz edebilmek igin 6nce iglemin etkisiz elemaninin olmasi
gerekir. Oyleyse * isleminin etkisiz elemanmm e ve a’nin tersinin ¢! oldugunu varsayalim.
Esitligin iki tarafin1 soldan a~! ile carptigimiz zaman ilk yapilmasi gereken islemi paranteze
almay1 unutmayalim. Toplama ve carpma birlesme 6zelligine sahip oldugu i¢in bu islem-
lerle ¢aligirken parantez kullanmayiz ancak yalnizca igslem oldugunu bildigimiz * iglemi i¢in
parantezleri kullanmak zorundayiz.

Boylece a™t x (a * b) = a~! * (a x ¢) esitligini elde ederiz. Bu satirdan anlagildig1 gibi
sadelestirme yapabilmemiz igin birlesme 6zelligine ihtiyacimiz var. Bu ézellikten dolay1 (a =1
a) b= (a"! % a) x c esitligini elde edebiliriz ve dolayisi ile b = ¢ sonucuna ulagiriz.

Son olarak, bir iglemin X kiimesi iizerinde tanimli olmas1 demek, X ten sececegimiz her
ikilinin iglem sonucunun yine X’te olmasi demektir. Aslinda bu 6zellik, iglem olmanin dogal
sonucu olsa da genellikle kapalilik ismi ile anilir.

Sudoku 6zelligi i¢in gerekli olan kosullar grubun tanimini verir.

Tanim. G bog olmayan bir kiime olsun ve *, GG lizerinde bir ikili iglem olsun. Eger agagidaki
kogullar saglaniyorsa (G, *) ikilisine grup denir.

0. (Kapalhlik) Her a,b € G igin a x b € GG saglanir.
1. (Birlesme) Her a,b,c € G igin (a % b) * ¢ = a * (b * ¢) saglanir.

2. (Etkisiz eleman) G’de 6yle bir e € G eleman vardir ki, her a elemani i¢in axe = exa = a
esitligi saglanir.

3. (Tersler) G’deki her a elemani icin axa™ = a~! * a = e esitligini saglayan bir a=* € G
vardir.

Not. Birim elemana etkisiz eleman da denir.

Alstirma 1. (G,x*) bir grupsa her a,b € G igin a *x x = b ve x * a = b egitliklerinin x € G
i¢gin ¢Ozlimii vardir. Eger grup degismeli degilse ¢oziimler farkli olabilir.
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Gozlemler.

1. Bosg kiime grup degildir, ¢iinkii her grubun bir birim elemani olmak zorundadir.

2. Yalnizca islemin birim elemanindan olusan kiimeler gruptur. Ornegin; ({0}, +), ({1}, -),
({I},0) tek elemanh gruplardir.

3. Eger {e,a} grupsa a®> = a * a = e olmali. Yansimalar bu ozelligi saglar, bagka érnekler
verebilir misiniz?

Ornek 1. Bilegke islemine gore gruplar: Bos olmayan her X C R? icin Sym(X), dolayisi ile
birinci boliimde yapilan tiim 6rnekler gruptur.

Ornek 2. Ayrica bos olmayan her A kiimesi icin F(A) = {f : A— A| f bire bir ve 6rten}
bilegke iglemi altinda gruptur.

Ornek 3. Toplamaya gore grup olusturan ornekler: Tam sayilar Z, rasyonel sayilar QQ, reel
sayllar R, kompleks sayilar C, vektorler R™, polinomlar Rz], reel girdili diziler, matrisler
Ran.

Ornek 4. Carpmaya gore gruplar: Q \ {0}, R\ {0}, C\ {0}, Zs\ {0}, Zs5 \ {0}, Z; \ {0},
GL,(R) = {A € R™™ | det(A) # 0}.

Aligtirma 2. Asagidaki kiimelerin toplamaya gore grup olup olmadigini séyleyin, yanitinizi
agiklaym: {n € Z | —1000 < n < 1000}, {(x,y) € R* | z = 0}, {(z,y) € R* | = = 1},
27, 27 + 1, {0,3,6,9,12}, mod 15te toplamaya gore; {0,2,4,6,8,10,12,14}, mod 15’te
toplamaya gore.

Aligtirma 3. Asagidaki kiimelerin ¢carpmaya gore grup olup olmadigini séyleyin, yanitinizi
acgiklaym: (0,1), (0,1], Rug, Qso, {z € C | ||z|]| =1}, {z € C | ||z]| = 1}, Z4 \ {0}, Zs \ {0}.

Alstirma 4. Her n > 2 tam sayisi igin Z; = {0 < a < n | ebob(a,n) = 1} ¢arpmaya gore

gruptur.

2B Altgruplar
Bu béliimde (G, -) bir grubu gostersin.

Tanim. Eger H C G ise ve H altkiimesi de G'yi grup yapan igleme gore bir grup olugturu-
yorsa, H’ye G’nin altgrubudur deriz ve H < G olarak yazariz.

Verilen bir altkiimenin altgrup olup olmadigini kontrol ederken birlesme 6zelligini yeniden
kontrol etmeye gerek yoktur. Ancak diger ti¢ 6zellik mutlaka kontrol edilmelidir.

Ornekler ve Aligtirmalar.

1. Her G grubu igin en kiigiik altgrup {e}’dir ve en biiyiik altgrup G’dir. Eger H < G ve
|H| =1ise H = {e} olmahdir. (Agklaym.)
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2. Bir grubun 2 elemanh birgok altgrubu olabilir. Ornegin, Sym(A)’da 3 yansima oldugu
i¢in {id, 7} bigiminde 3 farkli altgrubu vardir. Sym(O) grubunun 2 elemanh 5 altgrubu
vardir, hepsini yazn.

3. Diizgiin n-gonun tiim dondiirmeleri kiimesi bir altgrup olugturur ama tiim yansimalari
kiimesi bir altgrup olusturmaz.

4. Kendinden ve birimden bagka tiim altgruplar1 2 elemanl olan bir grup érnegi verin.
5. Toplamaya gore, {0} < Z < Q < R < C bir altgruplar zinciri olugturur.

6. Carpmaya gore, {1} < {1,—-1} < Q\ {0} <R\ {0} < C\ {0} bir zincir olugturur.
7. Carpmaya gore, Qo < Q\ {0}.

8. Toplamaya gore {0,2} < Zy, {0,3,6,9} < Zo.

9. Her biri 4 elemanh olan bu gruplarin tiim altgruplarini bulun: (Sym(C3), o), (Z4, +),

10. Zg¢'nin ve Sym(A)nin tiim altgruplarmi bulun.

Olmayan Ornekler. Neden altgrup olmadiklari agiklaym.

L (Q\{0},) £(Q,+)

2. (Zy,+) £ (Z,+)

3. (Za,+) & (Za,+)

4. (R%+) £ (R, +)

5. ({0,3,6,9,12},+) £ (Z13,+)

Alistirma 5. (a) Eger Hy, Hy < G ise H; N Hy < G oldugunu kanitlayin.
(b) I herhangi bir indeks kiimesi olsun. Eger her i € I i¢in, H; < G ise (,c; H; < G oldugunu
kanitlaym.

2C Uretecler

Ornek 5. (Z,+) grubunda 2'yi iceren en kiigiik altgrubu bulmaniz istendiginde 6ncelikle
birim elemani ve verilen eleman(lar)1 kiimenize koymaniz gerekir. Sonra tersleri ve ¢arpim-
lar1 (burada toplamlari!) ekleyin, sonra yeni gelen elemanlarin terslerini ve kiimenizde bulu-
nan her iki elemanin ¢arpimini ekleyerek altgrubun tamamini bulmaya c¢alisin. Bu érnekte

{0,2,—2,4,—-4,6,—6, ...} elde edileceginden yamt 2Z = {2n | n € Z} altgrubudur.
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Alstirma 6. (a) (Z,+) grubunda 1'i (veya —1'i) igeren en kii¢iik altgrubun Z’nin kendisi
oldugunu kanitlaymn.

(b) Her n > 2 i¢in (Z,,+) grubunda 1'i (veya n — 1’i) igeren en kiigiikk altgrubun Z, nin
kendisi oldugunu kanitlayin.

(¢) (Sym(A), o) grubunda 27/3’liik déndiirmeye p, dikey eksene gore olan yansimaya a diye-
lim. Bu grupta p’yu igeren en kiigiik altgrubun {id, p, p?} oldugunu kanitlaym. Bu grupta
a’y1 igeren en kiigiik altgrubu bulun. Son olarak p’yu ve a’y1 (ikisini birden) igeren en kiigiik
altgrubu bulun.

Gozlem ve Tanim. G bir grup ve S C G bir altkiime olsun. G'de S’yi igeren en kiigiik
altgrubu bundan sonra (S) ile gosterecegiz. (S), G’de olup S’yi igeren tiim altgruplarin
kesigimine egittir. (Bu ciimleyi Algtirma 5 yardimi ile kamitlaym.) Eger (S) = G ise S
kiimesine G’nin trete¢ kiimesi denir.

Bu notasyona gore yukaridaki orneklerin bazilarimi yeniden yazalim: (Z,+) grubunda
(1) = (=1) = Z, (2) = (=2) = 2Z, (0) = {0}, her m € Z igin (m) = (—m) = mZ olur.
(Sym(A), o) grubunda (p) = {id, p, p*}, (a) = {id,a}, {p,a) = Sym(A) olur.

Tanim. Bir eleman tarafindan iiretilen gruplara devirli grup denir.
Ornek 6. Toplamaya gore Z ve her n > 1 i¢in Z,, gruplar devirlidir.

Alistirma 7. (a) Oklu diizgiin n-gonun simteri grubunun devirli oldugunu kanitlayin. (Daha
sonra bu grubun Z, grubuna izomorfik oldugunu gorecegiz. )

(b) Sym(A) grubunun devirli olmadigini kanitlayin.

(¢) Eleman sayisi 6’dan az olan ve devirli olmayan bir grup var mi? Aciklayin.

(d) Tim 3 < n < 8 degerleri i¢in hangi Z; gruplarinin devirli oldugunu bulun. Tim gruplar
i¢in {ireteg kiimesi yazin.

(e) Z = (2,3) oldugunu kanitlaymn.

(f) (Sym(C3), o) grubunun tiim tireteg kiimelerini bulun.

Lemma 2.1. Buradan > 2 ve 0 < a < n olsun, Z, = {(a) olmas: i¢in gerek ve yeter kosul
ebob(a,n) =1 olmasidur.

Kamit. Alistirma 4’1 kullanabilirsiniz.

Aligtirma 8. Dogru mu, yanlis mi1? n > 2 olsun. Z,’'nin tam olarak n — 1 liretecinin olmasi
i¢in gerek ve yeter kogul n'nin asal say1 olmasidir.



