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1 Onermeler

Onerme, (1) belli bir durumda (2) dogru veya yanlis denebilen (3) ciim-
ledir.

e Ciimle (veya timce), giinlik dilden bilinir. Cagdas matematikte
bazen bir climle, simgeler listesi olarak yaziliyor, 6rnegin

Ve dyz*xy=e.
Bu 6rnek, “Her sayinin tersi var” ctimlesi icin sadece bir kisaltmadar.
b

e Durum matematikte cogunlukla bir yapidir. Ornegin carpma is-
lemi ve bir elemam ile dogal sayilar, (N, x,1) olarak yazlabilen
yap1 olusturur. Oklid geometrisinde bir durum, Sekil 1’deki gibi
harfli diyagram olabilir.

e Dogru ve yanlig, 6rneklerden anlanir. “Her sayinin tersi var” 6ner-
mesi,

— (N, x, 1) yapisinda yanhs,

A

B C

Sekil 1: Bir iiggen
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— (Q*, x,1) yapisinda dogru,*
— (w, +,0) yapisinda yanhs,
— (Z,+,0) yapisinda dogrudur.
Dogru ve yanhsg, dogruluk degerleridir. Dogru dogruluk degerini

1
olarak, yanls dogruluk degerini de

0

olarak yazacagiz.! Belli bir durumda, bir énerme dogru ise, o 6nerme-
nin o durumdaki dogruluk degeri 1’dir; yanls ise, énermenin durumdaki
dogruluk degeri 0’dur.

Her durum bir dogruluk géndermesi belirtir. Bu génderme her 6ner-
meyi o durumdaki dogruluk degerine gonderir. Mesela d; dogruluk gon-
dermesi (N, x,1) yapisindan tarafindan belirtilsin. O zaman

dy (“Her saymmn tersi var”) = 0.

Ancak dy dogruluk géndermesi (QV, x, 1) yapisindan tarafindan belirti-
lirse, o zaman
do(“Her saymin tersi var”) = 1.

*Q, sifirdan biiyiik olan kesirli sayilar kiimesidir, yani Qt = {z: 2 € Q Az > 0}.
Tw, negatif olmayan tamsayilar kiimesidir, yani w = {z: z € Z Az > 0}.
1 ve 0 yerine D ve Y, ya da T ve L, isaretleri kullanilabilir.



2 Bileske 6nermeler

Baglaclarla verilmis 6énermelerden bileske 6nerme yapilabilir, ve onun
dogruluk degeri verilmis 6nermelerin degerlerinden bulunabilir.

Mesela iki énermemiz olsun, ve onlara P ve @ diyelim.* O zaman “P
ve (7 6nermesini olugturabiliriz. Her durumda, bu yeni 6nerme dogrudur
ancak ve ancak P dogrudur ve @ de dogrudur. “P ve ()” 6nermesini PAQ
olarak yazalim, ve d bir dogruluk géndermesi olsun. O zaman

d(P A Q) =1 ancak ve ancak d(P) =1 ve d(Q) = 1.

Genellikle (d(P),d(Q)) swrali ikilisi igin dort tane segenek vardir. Her
secenekteki P A ) 6nermesinin degeri, agagidaki gibi bir dogruluk tab-
losunda gosterilir.

P Q|PAQ
0 0 0
1 0 0
0 1 0
11 1

Birgok ¢nemli matematiksel 6nerme “P ise Q)" bigimindedir. Bu bigimi
P — @ (veya P = Q) olarak yazariz. Her d dogruluk géndermesi igin

d(P — Q) = 1 ancak ve ancak d(P) = 0 veya d(Q) = 1.

*Q harfi, ki veya kyi gibi telaffuz edilebilir.
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P — @ onermesinin dogruluk tablosu asagidaki gibidir:

P Q|P—Q
0 O 1
1 0 0
0 1 1
1 1 1

Ornegin Oklid’in 6. 6nermesine bakalim [6]:

Eger bir {iggenin iki acis1 birbirine esit ise,
esit agilarin gordiigii kenarlar da egittir.

Sekil 1’deki ABC' {i¢genini bir yap1 olarak diislinebiliriz, ve bu yapi igin,
bir d dogruluk géndermesi vardir. Simdi

e P “B kosesindeki a1 C' kdgesindeki agiya esittir” énermesi olsun;
e (), “AC kenar1 AB kenarma egittir” énermesi olsun.

O zaman Oklid’in 6. 6nermesine gére d(P — Q) = 1, yani

ya d(P) =0yadad(Q) = 1.

Aligtirma 1. Yukaridaki P ve @ igin, &yle bir yap1 bulun ki, bu yapida
d(P — Q) = 0 olsun. (Ipucu: C késesindeki agi ACB agis1 olmayabilir,
¢linkii yap: bir iiggen olmayabilir.)

Sozciiklerde ve simgelerde kullanacagimiz tiim bileske 6nermeler Sekil
2’dedir.’ Onlarmn tiim olasi dogruluk degerleri, Sekil g'teki dogruluk tab-
lolarinda gosterilmistir. A, V, —, <>, ve — isaretlerine baglayic1 deriz.
Hatirlamak icin: Latince VEL baglaci “veya” demektir, onun icin “veya” vV
olarak yazilir. Ingilizce AND baglaci “ve” demektir, ve A isareti A gibidir.
Ayrica kiimeler kuraminda

TBagka kaynaklarda PAQ yerine P & Q, P — Q yerine P = Q veya P D Q, P & Q
yerine P < Q, ve —P yerine ~P veya P’ kullanilir.
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Pve@ PAQ
P veya Q PVvQ
P ise Q P—qQ
P ancak ve ancak @) P& Q
P degil -P

Sekil 2: Baglayicilar

P Q|PANQ PVQ P5Q P&Q

0 0] 0 0 1 1 pP|-pr
1 0| 0 1 0 0 0] 1
0 1| o0 1 1 0 1|0
1 1] 1 1 1 1

Sekil 3: Temel dogruluk tablolari

x € AU B demek x € A veya x € B,
€ ANB demek x € A ve x € B.

Oklid’in 13. 6nermesi PV @Q bi¢imindedir. O énerme asagidaki gibidir:

Eger bir dogru bir dogrunun {iizerine konulursa,
yaptig1 acilar, ya iki dik
va da iki dik acgiya esit olacaktir.

Sekil 4'te ABC bir dogru olsun, ve BD bagka bir dogru olsun. Bu durum
igin, bir d dogruluk géndermesi vardir. Simdi

e P, “ABD ve CBD agilar1 diktir” 6nermesi olsun, ve

e ), “ABD ve CBD agilarn iki dik agiya esittir” 6nermesi olsun.

O zaman Oklid’in 13. 6nermeye gore
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A B C

Sekil 4: Bir dogrunun iizerine bir dogru

D

A B ¢

Sekil 5: ki bitisik ac1

ya d(P)=1yadad(Q)=1.

Bir 6nermede birden fazla baglayici bulunabilir. Aslinda Oklid’in 13. 6ner-
mesi boyle diigtiniilebilir. Sekil 5’teki gibi ABD ve DBC bitigik agilar

olsun, ve d bu durum i¢in dogruluk géndermesi olsun. Ayrica

e P ve @, yukaridaki gibi olsun,

e [, PV @ Gnermesi olsun, ve

e R, “AB ve BC dogrular: bir dogrudadir” énermesi olsun.

O zaman Oklid’in 13. 6nermeye gére d(R — F) = 1. Ustelik 14. 6nermeye
gore d(Q — R) = 1; ve dik agmin tamimindan ve doérdiincii postulattan
d(P — R) = 1. Bu sekilde d(F' — R) = 1. Sonunda, tiim bunlara gore

AR+ F) =1

Baska bir 6rnek icin, Oklid’in 4. 6nermesine bakalim:




12 Onermeler Mantig

B C B F

Sekil 6: Iki iicgen

Eger iki tiggenin iki kenar1 iki kenara esit olursa, her biri birine,
ve agl aglya esit olursa, yani esit dogrular tarafindan igerilen,
hem taban tabana egit olacak,
hem ii¢gen {icgene egit olacak,
hem de geriye kalan agilar geriye kalan acilara egit olacak, her biri birine,
yani egit kenarlari gérenler.

Bu 6nerme, F' — G bigimindedir, ama F' ve G 6nermelerin kendisi, biles-
kedir. Aslinda Sekil 6’y1 kullanarak

e P, “AB kenar1 DE kenarina esittir” onermesi olsun,

e Py, “AC kenar1 DF kenarna egittir” 6nermesi olsun,

e P35 “BAC agis1 EDF agisina egittir” 6nermesi olsun,

e Py, “BC kenar1 EF kenarma esittir” 6nermesi olsun,

o Ps, “ABC iggeni DEF tliggenine egittir” 6nermesi olsun,

e s, “ABC agis1 DEF agisina esittir” 6nermesi olsun, ve

e P; “ACB agist DFE agisina egittir” 6nermesi olsun.
Ayrica

e '/ P| A P, A P3 6nermesi olsun, ve

e GG, Py A\ Ps \ Py A\ P; 6nermesi olsun.
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Sekil 7: Agag olarak bir 6nerme

ABC ve DEF iicgenleri icin bir d dogruluk géndermesi vardir, ve Oklid’in
4. 6nermeye gore, d(F' — G) = 1 olur, yani d(F) = 0 veya d(G) = 1.
Ustelik d(F') = 1 ancak ve ancak

d(Py) = d(P2) = d(Ps) = 1;
ve d(G) = 1 ancak ve ancak

d(Py) = d(P5) = d(Ps) = d(Py) = 1.

Bilegke bir 6nermenin baglayicilarindan sadece biri, 6nermenin ana bag-
layicisidir. Tekrar Oklid’in 13. ve 14. 6nermeleri rnegine bakin. Orada
R — F Onermesinin ana baglayicisi, — baglayicisidir. O 6nermede V bag-
layicist bulunur, ama bu, énermenin ana baglayicis1 degil, F' 6nermesinin
ana baglayicisidir.

F' 6nermesinin P V @ oldugu R — F Onermesi, su anda R — PV Q
olarak yazilamaz, ¢iinkii bu ifade, 6nermenin ana baglayicisini géstermez.
Onermemiz R — (PV Q) gibi bir ifade olarak yazilabilir veya Sekil 7’deki
agag olarak ¢izilebilir.

P A\ P A P3 6nermesinin ana baglayicist bir A baglayicisidir, ama hangisi?
Bu 6nermede A baglayicisinin iki gegisi vardir.t Hangisinin ana baglayic

t Qegis terimini [4] kitabindan aldim; Ingilizcesi, occurrence.
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oldugu fark etmez. (Neden?) Kesinlik igin son gecig olsun diyelim. O
zaman

Py A Py A\ Ps demek Py A (P2 A Ps) demektir.
Ayn gekilde
Py A Ps A Ps A P; demek Py A (Ps A (Ps A Pr)).
Ancak P — @@ — R 6nermesindeki — baglayicisimin hangi gegisinin 6ner-
menin ana baglayicisi oldugu énemlidir. (Neden?) Tekrar son gegig olsun

diyelim:

P - @Q — R demek P — (Q — R) demek olsun.



3 Onerme formiilleri

Gergekten P, ), ve R gibi Latin harfleri, ve P, ve P» gibi bilegke simgeler,
onerme degil, 6nerme degigkenleridir. Agagidaki tanima gore 6nerme
degigkenlerinden 6nerme formiilleri olustururuz.

1. Her 6nerme degigkeni, bir 6nerme formiiliidiir.

2. F' ve G 6nerme formiilleriyse
(FAG), (FVG), (F = G), (F + Q)

ifadeleri de 6nerme formilleridir.

3. F, 6nerme formiiliiyse,
-F

ifadesi de bir énerme formiiliidiir.
4. 1 ve 0 simgeleri, 6nerme formiilleridir.

Ornegin P, (PAQ), (RV1), (PAQ) = (RV1)), ~((PAQ) - (RV1)),
ve (~((PAQ) — (RV 1)) < 0) ifadeleri, énerme formiilleridir. Buradaki
A, V, =, <, =, 1, ve 0 simgeleri, baglayicidir. Ustelik

e A, V, —, ve <> baglayicilarina iki konumlu,
e — baglayicisina bir konumlu,
e 0 ve 1 baglayicina sifir konumlu denebilir.

F.G, H, K ve L Latin harfleri her zaman 6nerme formiillerini gésterecek;
x ve T simgeleri, iki konumlu baglayicilarin1 gosterecek. F' gibi harfin
kendisi formiil degildir; * gibi simgenin kendisi baglayic1 degildir.

F ve G formiil olarak ve * iki konumlu baglayici olarak anlanirsa, o zaman
tanima gore

15
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onerme degigkenleri,

(1)
(2) (FxG),
(3)

o6nerme formiilleridir. Bu 6nerme formiilleri tanimi 6zyinelemelidir.* Bu
nedenle 6nerme formiilleri hakkinda teoremler, tiimevarim yontemiyle
kanitlanabilir. Agsagidaki teorem bir 6rnektir.

Teorem 1. Egjer bir (F x G) formili, bir (H 1 K) formili ile ayn ise,
o zaman F' ve H formiilleri de birbiriyle aynidor.

Kanat. Bir 6nerme formiiliiniin sonuna yeni simgeler eklenerek yeni 6ner-
me formiiliiniin elde edilemeyecegini gostermek yeter. Aslinda her L for-
miili icin

e hem sonuna yeni simgeler eklenerek

e hem de sonundan simgeler kaldirilarak

yeni 6nerme formiliiniin elde edilemeyecegini gosterecegiz. Formiiller ta-
niminin sagladigr tiimevarim yontemini kullanacagiz.

1. L bir 6nerme degigkeniyse, iddiamiz dogrudur.

2. L ya F ya da G formiilii ise, iddiamizin dogru oldugunu varsayalim.
Simdi L, bir (F * G) formiilii olsun.! Miimkiinse, sonuna yeni simgeler
eklenerek veya sonundan simgeler kaldirilarak yeni bir formiil ¢ikar. Bu
formiil (HTK) bi¢iminde olmahdir (neden?). Eger F' ve H birbiriyle ay-
niysa, o zaman ya G, K formiiliiniin bagindan bir parcasidir, ya da K,
G formiiliiniin bagindan bir pargasidir. Varsayimimiza gore bu miimkiin
degildir. Aym gekilde F' ve H birbirinden farkl olamaz. Boylece L, bir
(F * G) formiilii ise, iddiamiz dogrudur.

3. Benzer gekilde L formiiliiniin bir F formiilii oldugu zamanda iddiamiz
dogru ise, L formiiliiniin —F formiili oldugu zamanda da dogrudur.

*[4] kitabinda yinelgendir; Ingilizcesi recursive.
TBir (F * G) formiilii” ¢iinkii (F * G) demek (F A G) veya (FV G) veya (F — G)
veya (F + G).
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4. L ya 0 yadal ise, iddiamiz dogrudur.

Boylece her durumda iddiamiz dogrudur. O

Alstirma 2.

1. Eger her (F x G) formiilii sadece F * G olarak yazilirsa, teoremin
yanlig oldugunu gosterin.

2. Eger her (F % G) formiilii (F % G olarak yazilirsa, teoremin hala
dogru oldugunu gosterin.

3. Eger her (F'*G) formiilii F' x G) olarak yazilirsa, teorem hala dogru
mudur?

Teorem sayesinde bir (F * G) dnerme formiiliiniin * baglayicisi, formiiliin
ana baglayicisi olarak tamimlanabilir. Benzer gekilde —F formiiliiniin
ana baglayicis1 — simgesidir. 0 veya 1, kendisinin ana baglayicisidir. An-
cak bir degigkenin ana baglayicisi yoktur. Boylece her degigken olmayan
formiiliin sadece bir tane ana baglayicisi vardir.

Teorem sayesinde de agagidaki 6zyinelemeli tanimi yapabiliriz. Bir
onerme formiiliiniin alt formiillerini tanimliyoruz. Her 6nerme formiilii,
kendisinin alt formiiliidiir. Ayrica

e F veya G formiiliiniin her alt formiilii, her (F * G) formiiliiniin bir
alt formiiliidiir.

e [ formiiliiniin her alt formiilii —F formiiliiniin bir alt formulidiir.

Ornegin (=((P A Q) — (RV 1)) « 0) formiiliiniin alt formiilleri, Sekil
8’deki tabloda siralanmigtir. Aymi formiiliin alt formiilleri, veya alt for-
miillerin ana baglayicilari, Sekil g ve 10’daki gibi bir (ve tek bir) agacin
digimleri olarak cizilebilir.

Teorem 2. Bir formiilde, her degisken veya ayrag¢ olmayan simge, bir ve
sadece bir alt formiilin ana baglayicisidr.

Kanat. Tiimevarimi kullanacagiz.
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alt formiil ana baglayicisi

—~((PANQ)—= (RV1))«+0) >
~(PAQ) = (RV1)) -
(PANQ)— (RV1])) —
(PAQ) A

P (yok)

Q (yok)
(RA1) A

R (yok)
1 1
0 0
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Sekil 10: Diigiimleri baglayici veya degisken olan bir agag

1. Bir degigken i¢in iddiamiz dogrudur.

2. Iddiamiz F ve G igin dogru olsun. Bir (F % @) formiiliiniin her alt for-
miilii, ya formiiliin kendisidir, ya F' alt formiiliiniin alt formiiliidiir, ya da
G alt formiiliiniin alt formiiliidiir. Tamima gore, gordiigiimiiz * baglayici-
sinin gegisgi, formiiliin kendisinin ana baglayicisidir. Dedigimize gore bu
gecisi bagka alt formiiliin ana baglayicisi olamaz. Varsayimimiza gore, bir
baglayicimin F' formiiliinde gecisi, F' formiiliiniin tek bir alt formiiliiniin
ana baglayicisidir. O zaman (F x G) formiiliiniin tek bir alt formiiliiniin
ana baglayicisidir. G i¢in aym gey dogrudur. O zaman her (FxG) formiilii
i¢in iddiamiz dogrudur.

3. Benzer gekilde iddiamiz F' i¢in dogru ise, —F i¢in de dogrudur.
4. Iddiamz 0 ve 1 i¢in dogrudur.

Formiillerin 6zyinelemeli tanimina goére, iddiamiz dogrudur. O

Bundan sonra dogruluk géndermesi, tiim énerme formiilleri kiimesin-
den {0, 1} kiimesine Sekil 11’deki kurallara gore tanimlanmig bir fonksi-
yon anlamina gelecektir. Her dogruluk géondermesinin altinda, bir formi-
liin degeri formiiliin dogruluk tablosunda gosteriliyor. F' bir énerme
formiilii ve d bir dogruluk géndermesiyse, d(F') degerini hesaplamak igin,
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d(F) d(G) | d(FAG)) d((FVG) d(F—G) d(F < G))
0 0 0 0 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1
d(F) | d(=F)
e d(ll) d(OO)
1 0 —

Sekil 11: Dogruluk géndermesi kurallar:

F formiiliiniin her G alt formiilii i¢in d(G) degerini hesaplamaliyiz. Bu
d(Q) degeri, F formiiliiniin dogruluk tablosunda,

1) eger G bir degigkense, G altinda,
2) eger G degisken degilse, G formiiliiniin ana baglayicisi altinda,

gosterilebilir. Mesela (-((P A Q) — (RV 1)) + 0) formiilii igin, Sekil
12’deki dogruluk tablosu c¢ikar. O zaman formiiliin kendisinin dogruluk
tablosu, Sekil 13’te goriiniir. Hesaplamalarin sirasi, Sekil 14’te goriiniir.
Her formiiliin dogruluk tablosu oldugundan dolayi, asagidaki teorem dog-
rudur.

Teorem 3. Her P énerme degiskeni i¢in bir d(P) dogruluk degeri segil-
mis olsun. O zaman &yle bir d dogruluk géndermesi vardir ki her P igin

~

d(P) = d(P).

Kamit. Buradaki d dogruluk géndermesi, 6zyineleme ile tanimlanir. Te-
orem 1’den dolay1 bu miimkiindiir. O

Son bolimde dedigimiz gibi, 6nerme formiillerinde baz1 ayraglar gerek-
mez ve kullanilmayabilir. O zaman dogruluk degerleri asagidaki sirada
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(-~ (P ANQ )= (R ANL)) = 0)
0 0 0 0 1 0 0 1 1 0
0 1 0 0 1 0 0 1 10
0 0 0 1 1 0 0 1 10
1 11 1 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 111 10
0 10 0 1 111 10
0 0 0 1 1 111 10
0 11 1 1 111 10

Sekil 12: Alt formiillerin degerlerini gosteren dogruluk tablosu

(=(PANQ)— (RV1)+0)

— o R OR OO
—_ 0 o~ oo
e e R e R e R ) oy |
g g S o J Sy S Y

Sekil 13: Formiiliin kendisinin dogruluk tablosu
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P A Q) ( R A ) o0

(

Dogruluk tablosu hesaplanmasi

Sekil 14
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hesaplanir.

1) 0 vel,
2
3) ANveV,

4) — ve &,

5) bir baglayicinin iki gegisi varsa, sagdaki.

™

— N —

Ornegin:
a) F* G demek (F *G),
b) =F %« G ve =(F * G) farkhdur,
¢) F—- GV Hdemek F — (GV H),
d) FFAGV H belirsiz (onun i¢in yazilmaz),
e) FAGAH demek FA(GANH),
f) F—- G — H demek F — (G — H),
g) F-GAH — K demek FF - (GANH) = K).

Alistirma 3. Asagidaki degiskensiz formiilleri hesaplayn.

a) 1—-1—1 e) 01061,
b) 1 —>0—>1 f) —==-0,

c) (0=1)« g) (1vVO0)AOQ,

d) (OH1)<—>O<—>1 h) 1V (0A0)

Aligtirma 4. Asagidaki formiillerin dogruluk tablolarin yapin:

a) P—-Q— P,

b) PAQAR,

¢) (P < ~(Q < R)),

d) (P—>QVR)—-PVQ,

e) (P>QV-R)AN(Q—PAR)— P — R,
f) -(-R— P — —(R = Q)).



4 Denklik

Iki énermenin dogruluk degeri her durumda ayniysa, o 6nermeler, man-
tiksal olarak birbirine esdeger veya denktir.

Iki 6nerme formiiliinin dogruluk tablolar1 ayniysa, o formiiller de birbi-
rine egsdeger veya denktir. Her formiil kendisine de denktir.

Zaten sayfa 10’da baglayan Oklid’in 13. ve 14. 6nermeleri 6rneginde denk-
likler kullandik. Mesela P V @ — R o6nermesi (P — R) A (@ — R)
6nermesine denktir (PVQ — R ifadesinin ((PVQ) — R) demek oldugunu
hatirlayin). Bu 6nermelerin dogruluk tablolarii hesaplayalim:

P VvV Q@ —- R (P - R )N (Q —- R )
0o 0 0 1 O 0O 1 0 1 0O 1 0
1 1 0 0 0 1 0 O 0 0 1 0
0O 1 1 0 O 0 1 0 0 1 0 O
1 1 1 0 O 1 0 O 0 1 0 O
0O 0 0 1 1 0o 1 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1 1 0O 1 1
0O 1 1 1 1 0o 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Baylece Sekil 15’teki tablolar: elde ederiz. Bu tablolar, birbiriyle aynidir;
onun igin

PV Q@ — Rdenktir (P— R)A(Q — R)

ifadesini yazariz. Genelde, F' ve G 6nerme formiilleri egdeger ise,
F~G
ifadesini yazabiliriz. Ornegin

Pv@Q—R~(P—R)AN(Q— R).

24
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P Q R|PVQR P Q R|(P>R)A(Q—R)
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 1 1 0 1 1
0 1 1 1 0 1 1 1
11 1 1 11 1 1

Sekil 15: Iki formiiliin dogruluk tablolar:

Ancak, dikkatli olunmali: F' ~ G ifadesi 6nerme formiilii degil; sadece “F'
ve G formiilleri, birbirine denktir” ctimlesi i¢in, yani

F denktir G

ciimlesi icin, bir kisaltmadir.
Bir F' — G 6nerme, kogullu 6nermedir, ve onun
1) tersi veya evrigi, G — F climlesidir,
2) karsit tersi, -G — —F climlesidir.
Teorem 4. Bir kosullu dénerme,
1) tersine denk olmayabilir,

2) karsit tersine her zaman denktir.

Kanit. Ahgtirma 5. O

Teorem 5. Asagidaki esdegerliklerimiz vardur.

1. Her dnerme, sadece = ve A ile yazilabilir:

PV Q denktir =(—=P A —Q),
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P — Q@ denktir =PV Q,
P+ Q denktir (P — Q) AN (Q — P).

2. Her onerme, sadece = ve — ile yazilabilir:
P AQ denktir (P — —Q).
3. Clifte degilleme kaldvrilabilir:
——P denktir P.
4. De Morgan* kurallar::

—(PV Q) denktir =P A =Q,
—(P A Q) denktir =PV —Q.

5. N ve V baglayicilarinin degisme ve birlesme dzellikleri:

P AQ denktir QANP, (PAQ)AR denktir PN (Q A R),
PV Q denktir QV P, (PVQ)V R denktir PV (QV R).

6. N ve V baglayicilar birbirt dzerine dagiler:

P A(QV R) denktir (PAQ)V (P AR),
PV (Q A R) denktir (PV Q) A(PV R).

7. Fazlaliklar:

P A P denktir P, PV P denktir P,
P A =P denktir 0, PV =P denktir 1,
P A1 denktir P, P V0 denktir P,
P A0 denktir 0, P V1 denktir 1.

8. Yeni degisken:

P denktir (P A Q) V (P A-Q),
P denktir (PV Q) A (P V Q).

*Augustus De Morgan, 1806—71, Biiylik Britanyali matematikci ve mantikg g, 10].
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9. Yutma:

PA(PVQ) denktir P,
PV (PAQ) denktir P.

Kamit. Ahstirma 6. O

Bu teoremden, agagidaki teoremi kullanarak, sonsuz sayida denklikler
elde edebiliriz. Ornegin P — Q formiilii =P V @ formiiniine denk oldu-
gundan

PAQ— Rdenktir «(PAQ)VR

denkligini elde ederiz.

Teorem 6 (Degistirim). F ve G birbirine denk olan formiiller olsun,
P bir énerme degiskeni olsun, ve H bir onerme formili olsun. Eger F
formiiliinde P degiskeninin gegtigi her yere H konulursa, F' formiili elde
edilsin; benzer sekilde, G formiiliinden G’ elde edilsin. O zaman

F' denktir G'.

Kanat. F veya G formiiliiniin degigkenleri P, @1, @2, ..., @, olsun, d bir
dogruluk gondermesi olsun, ve d* Oyle bir dogruluk géndermesi olsun ki

d*(P)=d(H), d*(Q1)=d(Q), ..., d(Qu)=d(Qn)
olsun. O zaman d(F’) = d*(F) (neden?), ve aym sekilde d(G') = d*(Q).
O zaman d*(F) = d*(G) oldugundan d(F') = d(G"). O

Aligtirma 7. Son kamitta d(F') = d*(F’) esitligini gosterin.
Teoremde F’ ve G’ formiilleri, F' ve G formiillerinde P degiskeninin H
formiili ile degistirimiyle elde edilir.

Ustelik —(P A Q) formiilii =P V —Q formiiliine denk oldugundan, sonraki
teorem sayesinde,

—(PAQ)V R denktir (-PV-Q)VR
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denkligini elde ederiz.

Teorem 7 (Yerine Koyma). F formili G formdilinin bir alt formili
olsun, ve F* formil F formdiline denk olsun. Ejer G formilinde F alt
formdiliiniin yerine F* konulursa, G* formdili elde edilsin. O zaman

G denktir G*.
Kanit. Ahgtirma 8. O

Teoremde G* formiilii, G formiilindan yerine koymakla elde edilir.
Simdi agagidaki teorem ispatlanabilir:

Teorem 8. (PVQ)A(RVS) denktir (PAR)V(QAR)V(PAS)V(QAS).

Kanait. Asagidaki denkliklerimiz vardir.

(PVQ)AN(RVS)
~(PVQAR)V((PVQ)ANS) [Dagilmal]
~(RANPVQ)V(SAPVQ)) [Degisme]
~((RAP)V(RAQ)V ((SAP)V(SAQ)) [Dagilmal
~(RAP)V(RAQ)V(SAP)V(SAQ) [Birlegme]
~(PAR)V(QAR)V(PAS)V(QAS) [Degisme]

Bu ispatin her adiminda, Degistirim veya Yerine Koyma iglemlerini (veya
ikisini) kullandik. O
Benzer sekilde:

Teorem g.

PV (PAQ) denktir -PV Q, —PA(PVQ) denktir =P AQ,
PV (=P AQ) denktir PV Q, P A (=P V Q) denktir PN\ Q.
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Kamit. Asagidaki denkliklerimiz vardir.
-PV(PAQ)
~ (=PVP)AN(=PVQ) [Dagilmal]
~1AN(=PVQ) [Fazlalk|
~-PVQ [Fazlalik]
Diger denklikler, Ahgtirma g. O



5 Gerektirme

Sayfa 24’teki tamima gore, eger her d dogruluk géndermesi igin d(F) =
d(G) ise, o zaman F ve G birbirine denktir. Yani her d i¢in

e d(F)=1ise d(G) =1,
e d(G)=1lised(F)=1

durumunda F' denktir G. Simdi her d igin d(F) = 1 ise d(G) = 1 ol-
dugunu varsayalim. O zaman F formiili G formiiliinii gerektirir deriz.

Her formiil kendisini gerektirir. Agikdr olmayan 6rnek olarak Sekil 16’daki
dogruluk tablosundan

PV Q — R gerektirir P — R.

Tablodaki her satirda, ya PV @ — R formiiliiniin degeri 0, ya da P — R
formiiliintin degeri 1. Tabii ki ikisi de olabilir. Genelde, F' formiili G

formiiliinii gerektirirse,
FEG

ifadesini yazabiliriz. Bu ifade, “F formiilii G formiiliinii gerektirir” ciimlesi
i¢in, yani
F gerektirir G

ciimlesi i¢in, bir kisaltmadir. Ornegin
Pv@Q — REP— R.

Teorem 10. Asagidaki gerektirmelerimiz vardar.

Basitlestirme:

P A Q gerektirir P, P AQ gerektirir Q.

30
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P Q R|PVQ—>R|P—>R
0 0 0 1 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 1
1 1 0 0 0
0 0 1 1 1
1 0 1 1 1
0 1 1 1 1
1 1 1 1 1

Sekil 16: Gerektirmeyi gosteren bir dogruluk tablosu

Ekleme:

P gerektirir PV Q, Q gerektirir PV Q.
Kanat. Ahgtirma 1o0. O

Iki formiil de bir formiilii gerektirebilir. F' ve G formiilleri H formiiliinii
gerektirir, ancak ve ancak her d dogruluk géndermesi igin ya d(F') = 0, ya
d(G) =0, ya da d(H) = 1. Mesela Sekil 17’deki dogruluk tablosundan

P — Q ile Q@ — R gerektirir P — R.

Aslinda sadece 1., 5., 7., ve 8. satirlarda hem P — @ ve Q — R dogru,
ve o satirlarda P — R de dogrudur. Ancak P -+ Rve P - Q, Q — R
formiiliinii gerektirmez.

Teorem 11. Asgagidaki gerektirmelerimiz vardur.

Baglama:
P ile Q gerektirir P A Q.

Ayirma:

P ile P — Q gerektirir Q, PV Q ile =P gerektirir Q,
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P Q R|IP—-Q Q—R|P—R
0 0 0 1 1 1
1 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 1
1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 1 1
1 0 1 0 1 1
0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

Sekil 17: Gerektirmeyi gosteren bir dogruluk tablosu daha

=@ ile P — Q gerektirir =P, PV Q ile =Q gerektirir P.

Hipotetik Tasim:

P — Q ile @ — R gerektirir P — R.

Kamit. Ahgtirma 11. (Hipotetik Tasim gerektirmesini Sekil 17°de ispat-
ladik.) O

Tkiden fazla formiil, bir formiil gerektirebilir. T' (Gamma), bir 6nerme for-
miilii kdmesi olsun, ve F', bir 6nerme formiilii olsun. Eger her d dogruluk
géndermesi i¢in

1) ya I kiimesindeki bir G i¢in d(G) = 0,

2) yadad(F)=1
saglaniyorsa, o zaman I', F' formiiliinii gerektirir. Yani I', F' formiiliinii

gerektirir ancak ve ancak T'U{F'} kiimesindeki biitiin formiillerin dogruluk
tablosunun her satirinda,

1) ya I kiimesindeki bir formiil yanhgtir,
2) ya da F formiilii dogrudur.
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P—-@Q R—S PVR|Q
1 1 0

»n

—F OO, ORFROFR,ORORFRORON
—F R, OO R R OORRFOORFOOD
R, R, R, OO0 0O0ORRREEFEOOOOD
— R R R R PR RO0OO0OO0O00O0 OO0
— O =R OO =O
= = = OO OO

[ e T e e ==l en M e B e S SO S

— = R R RO, OO

[

Sekil 18: Olumlu Dilemma i¢in dogruluk tablosu

Teorem 12 (Olumlu Dilemma). Asagidaki gerektirmemiz vardur.

P—Q, R— S wvePVR gerektirir QV S.

Kamit. Bu gerektirme, Sekil 18’deki dogruluk tablosundan goriinebilir.
Aslinda sadece 4., 12., 13., 15., ve 16. satirlarda, hem P — @ hem R — S
hem de PV R dogru, ve o satirlarda @ V S de dogru. O

Aligtirma 12. PVQV R, P — @, ve Q@ — R gerektirir R oldugunu
gosterin.

Bir 6nerme formiilii, bos kiime tarafindan gerektirilebilir. Bu durumda, o
formiile (dogrusal) gegerli formiil veya mantiksal dogru formiil
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veya totoloji denir.* O zaman F bir totoloji, ancak ve ancak her d
dogruluk gondermesi i¢in d(F') = 1. Mesela,

PV P, 1

formiilleri, totolojidirler. Agsagidaki teoremden dolay1 yukaridaki teorem-
leri kullanarak yeni totolojiler elde edebiliriz.

Teorem 13. Asagidaki denkliklerimiz vardr.

1. F ve G formiilleri birbirine denktir, ancak ve ancak
F&GE

formdilii bir totolojidir.
2. F formili, G formilini gerektirir, ancak ve ancak

F—-G

formdilii bir totolojidir.
3. F ile G formiilleri, H formilintd gerektir, ancak ve ancak

FANG— H

formiili bir totolojidir.
4. F, G, ve H formiilleri, K formiliini gerektir, ancak ve ancak

FAGNH - K

formailii bir totolojidir.

Kamt. F denktir G, ancak ve ancak her d dogruluk géndermesi igin
d(F) = d(G), yani d(F + G) = 1. Diger boliimler, Alhgtirma 13. O

Sonraki teoremi gérmek yararl olabilir.

*Ali Nesin 5], 6yle formiillere hepdogru adini verir.
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Teorem 14. I', A (Delta) kiimesinin her elemaniny icersin. Yani T, A
kimesini kapsasin (A C T olsun).

A gerektirir F' ise, o zaman I' gerektirir F.
Kamit. Gerektirme tanimindan gelir. O

Bu teorem, sonraki teoremin 6zel durumudur.

Teorem 15. I', A kimesindeki her formiili gerektirsin.

A gerektirir F' ise, o zaman I' gerektirir F'.
Kamit. Gerektirme tanimindan gelir. O

Sayfa 27’deki Degigtirim Teoremi gibi bir teoremimiz vardir.

Teorem 16 (Degistirim). I' formiiller kiimesi G formalini gerektirsin,
P bir onerme degiskeni olsun, ve H bir onerme formdili olsun. Eger I’
kiimesinin her elemaminda P degiskeninin gectigi her yere H konulursa,
IV formiiller kiimes: elde edilsin; benzer sekilde G formiiliinden G’ formiili
elde edilsin. O zaman

IV gerektirir G’.

Kanit. Ahstirma 14. O

Bu teorem dolayisiyla

PV-QVR, ~-PE-QVR, [Ayirma (Teorem 11)]
QE—Q, [Cifte Degilleme (Teorem 5)]
“QV R, ~-QFER. [Ayirma)

O zaman Teorem 14’ten dolay1

PV-QVR, -P, QF -QV R,
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PV-QVR, P QF-Q,
ve Teorem 15’ten dolay1
PVv-QVR, -P, QFR.

Bu gerektirmeyi, dogruluk tablolar1 kullanmadan ispatladik. Gerektir-
meyi kanitlamak igin, sadece

PvV-QVR, -P,  -QVR, Q  —Q R (51

formiilleri yazdik. Bu formiiller listesi, bigimsel bir kanattir. Boyle kanitlar
sonraki boliimiin konusudur.



6 Bicimsel kanit

Eger I = {~(SAT), (RAQ)V(TAQ), PV (SA-T),~TV(QA(SV
R)), =RV T}, o zaman

I’ gerektirit PAQARA =S AT; (6.1)

ama bunu dogruluk tablosu yontemiyle géstermek sikici olurdu. Bigimsel
kanit yontemi, bu durumda hem daha kisa, hem daha ilgingtir.

Bigimsel kanit, sadece bir formiiller listesidir. Simdi
... Fy,

boyle bir liste olsun. Bu bigimsel kanitin sonucu, F,, formiilidiir. Simdi
1 < k < n varsaylsin. Eger {Fi,..., Fy_1} kiimesi Fy, formiiliinii gerek-
tirmezse, o zaman Fj, bigimsel kanitin hipotezlerinden biridir. Eger
k =1 ise, o zaman {Fy,..., Fy_1} kiimesi bogtur: boylece F; ya toto-
loji, ya hipotezdir. Genelde, tanimimiza goére, bigimsel kanitin sonucu bir
hipotez de olabilir.

Tekrar sayfa 36’daki (5.1) listesine bakalim. Bu bigimsel kanitin hipotez-
leri, PV—-QV R, =P, ve Q formiilleridir. =@ V R, hipotez degildir, ¢linkii
onu 6nceki formiiller gerektirir; ayni nedenle, R de hipotez degildir.

Teorem 17. T' bir énerme formiilleri kiimesi olsun. Eger Fy,..., F, bi-
cimsel kanatin hipotezleri I kiimesinden geliyorsa, o zaman

T gerektirir F,.

Kanat. Teorem 14 dolayisiyla

I' gerektirir Fi,

37
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I'U {F} gerektirir Fy,
T'U{Fy, Fy} gerektirir F3,

O zaman Teorem 15’in yardimiyla

I" gerektirir Fo,
I" gerektirir F3,

I' gerektirir F,. O

Teoremdeki bigimsel kanit
e I kiimesinden F,, formiiliinii kanitlar;
e [, formiiliiniin I' kiimesinden gelen bigimsel bir kanitidir.

Son teoremin tersine goére I' bir F' formiiliini gerektirirse, o zaman F
formiiliintin I" kiimesinden gelen bicimsel kaniti vardir. Teoremin tersi
dogru mudur?

1. T sonlu ise, ters kolayca gikar. Aslinda I' = {Fy,...,F,_1} ve T E F
ise, o zaman F,..., F,_1, F listesi, F' formiiliiniin I kiimesinden gelen
bicimsel kanitidir.

2. T kiimesinin sonsuz oldugu durum ic¢in Boliim 8’e bakin.

Sonlu durumda, I' kiimesinin F' formiiliinii gerektirdigini bir kisiye gdster-
mek istersek, sadece F1i,..., F,_1, F listesini yazmak yeterli olmayabilir;
daha fazla formiiller yazmamiz gerekebilir.

Ornegin sayfa 33’teki Alistirma 12°yi yaptiysak, agagidaki listenin, R for-
miliniin PVQV R, P — @, @ — R hipotezlerinden bir bi¢gimsel kanit1
oldugunu biliyoruz:

PVQVR, P —Q, Q — R, R.
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P—-Q
-PVvQ
-PVQVR
Q—R
-QVR
(-PVQVR)A(—-QVR)
(=PVQ)A-Q)) VR
(-PA-Q)VR
-(PVQ)VR
PVQVR
(=(PVQ)VR)A(PVQVR)
(-(PVQ)VPVQ)AR
1ANR
R

Sekil 19: Bi¢imsel bir kanit

Ancak o aligtirmay1 yapmadiysak, Sekil 1g9’daki gibi daha fazla adim ge-
rekir. Sekil 20’deki gibi adimlarin nedenlerini ekleyebiliriz.

Algtirma 15. Yukaridaki (6.1) gerektirmesinin, Sekil 21’de bigimsel ka-
nit1 vardir. Her satirin nedenini verin.

Jekil 19 ve 21’deki bi¢imsel kanitlarda, hipotez olmayan her satir, bildigi-
miz kurallara gore 6nceki satirlar tarafindan gerektirilir. Bigimsel kanit-
larda kullanilabilen kurallar kesinlegtirilirse, bicimsel bir dizge elde edilir.
Béliim g’da, ii¢ bigimsel dizgesini inceleyecegiz. Jimdilik tiim bildigimiz
kurallar1 kullaniyoruz.

Algtirma 16. Asagidaki totolojiler ve gerektirmeler igin bigimsel kanit-
lar yazin.

1. P — P — P bir totolojidir.
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1. P—Q Hipotez
2. -PVQ 1. satirdan
P—->Q~-PVvQile
3. -PVQVR 2. satirdan Eklemeyle
4. Q—R Hipotez
5. -QVR 4. satirdan
P—->Q~-PVQile
6. (=PVQVR)AN(-QV R) 3. ve 5. satirdan Baglamayla
7. (FPVQ)AN-Q)) VR 6. satirdan Dagilmayla
8. (=-PA-Q)VR 7. satirdan
“PA(PVQ)~-PAQ ile
9. ~(PVQ)VR 8. satirdan
De Morgan Kuraliyla
10. PVQVR Hipotez
11. ((PVQ)VR)A(PVQVR) g.ve 0. satirdan Baglamayla
12. (=(PVQ)VPVQ)AR 11. satirdan Dagilmayla
13. 1ANR 12. satirdan Fazlalikla
14. R 13. satirdan Fazlalikla
Sekil 20: Agiklamali bigimsel kanit
2. P — (Q — P bir totolojidir.
3. PV (P — Q) bir totolojidir.
4. (P = Q) V —Q bir totolojidir.
5. P — Q A R gerektirir P — Q.
6. P A —P gerektirir Q.
7. PA(QV R) gerektirir P <+ (—-Q V P).
8. P — (@ ile P — =@ gerektirir —P.
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(RAQ)V(TAQ)
(RVT)ANQ
Q
RVT
-RVT
(RVT)N(=RVT)
(RAN-R)VT
1vT
T
-(SAT)
SV T
-=T
-S
PV (SA-T)
SV =T
—(SA-T)
P
TV (QA(SVR))
QA (SVR)
SVR
R
RA-S
RA-SAT
QARAN-SAT
PAQARAN-SAT

Sekil 21: Bicimsel bir kanit
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9. P — Rile Q — R gerektirir PV @ — R.
10. P — Rile Q — S gerektirir PVQ — RV S.
11. P < Q ile P — R gerektirir Q — R.



7 Oklid'in 6nermeleri

Oklid’in énermelerinin gostermeleri, daha bicimsel olarak yazlabilir. Or-
negin 5. énermeye bakalim. Likyali Proklus’a gore [7, sayfa 159], Oklid’in
her 6nermesinin 6 tane pargasi var: (1) bildirme, (2) aciklama, (3) be-
lirtme, (4) diizenleme, (5) gosterme, ve (6) bitirme. Agiklamada hipotezler
bulunur; belirtmede sonuglar bulunur. Cogunlukla bir énermenin bir so-
nucu vardir; ama 5. énermenin iki sonucu vardir. Diizenleme ve gosterme,
sonuglarin hipotezlerinden bi¢imsel kanit olarak yazilabilir. Géstermenin
hipotezleri, diizenlemeden de gelebilir. O zaman parcalariyla Oklid’in 5.
onermesi agagidaki gibi yazilabilir.

Bildirme:

e Bir ikizkenar iiggenin tabanindaki agilar birbirine egittir.
o Esit dogrular uzatildiginda tabanin altinda kalan agilar birbi-
rine esit olacaklardir.

Aciklama:

e Sekil 22’deki ABI iiggeninde AB = AT".
e AB, A noktasina uzatilmis.
e AT, E noktasina uzatilmis.

Belirtme:
1. ZABI' = £ AT'B.
2. Z/I'BA =ZBI'E.
Diizenleme:
1. Z noktasi, BA dogrusundadir.
2. H noktasi, I'E dogrusundadir, ve AH = AZ. [3. Onerme]
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Gosterme:
1. AZ=AH |diizenlemedeki 2. satirdan]
2. AB=AT [hipotez]
3. ZI'= HB [1. ve 2. satirdan 4. dnermeyle]
4. AN AZD = A\ AHB [1. ve 2. satirdan 4. dnermeyle]
5. £ AT'Z = / ABH [1. ve 2. satirdan 4. dnermeyle|
6. £ AZI' = £ AHB [1. ve 2. satirdan 4. 6nermeyle]
7. BZ=TH [1. ve 2. satirdan genel kavram 3 ile]
8. ABZI'=ATHB [3., 6., ve 7. satirdan 4. 6nermeyle]
9. L 7ZBI' = /ZHI'B [3., 6., ve 7. satirdan 4. Onermeyle]
10. £ BI'Z=/ZTBH [3., 6., ve 7. satirdan 4. Onermeyle]
11. ZABI'=ZATB [5. ve 10. satirdan ortak kavram g ile|
Bitirme:

e Bir ikizkenar {icgenin tabanindaki agilar birbirine esittir.
e Esit dogrular uzatildiginda tabanin altinda kalan acilar birbi-

rine esit olacaklar.

Gosterilmesi gereken tam buydu.

Burada, belirtmedeki 1. sonug, gostermenin 11. satiridir, ve 2. sonug,
gosterinin g. satiridir, ama / ZBI' = Z I'BA ve / HI'B = £ BTE
esitliklerini tanimmamz gerekir. Oklid, gésterinin 4. ve 8. satirini verir,
ama kullanmaz.

Alistirma 17. Bicimsel olarak Oklid’in her 6nermesini yazmn.
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Sekil 22: Oklid’in 5. 6nermesinin sekli




8 Tikizhik

Sayfa 38’de gosterdigimiz gibi, her sonlu I' 6nermeler kiimesi igin, I' bir F'
formiiliinii gerektiriyorsa, o zaman F' formiiliiniin I" kiimesinden gelen bir
bigimsel kanit1 vardir. Sonluluk kogulunun kaldirilabildigini gdsterecegiz;
bu gercege tikizlik denir.

Simdi d bir dogruluk goéndermesi ve A bir formiller kiimesi olsun. A
kiimesindeki her G icin d(G) = 1 ise, o zaman d géndermesine A kiimesi-
nin bir modeli denir.

Teorem 18. T' gerektirir F' ancak ve ancak T'U {=F} kimesinin modeli
yoktur.

Kamit. Alistirma 18. O

Teorem 19 (Tikizlik). T' dnerme formiilleri kiimesi F formiiliindg gerek-
tirirse, o zaman I' kiimesinin sonlu bir alt kiimesi F' formiilinid gerektirir.

Kamit. Kargit tersini ispatlayacagiz. I' kiimesinin her sonlu {G1,...,G,}
alt kiimesi F' formiiliinii gerektirmesin. O zaman her durumda, Teorem
18’ gore {G1, ..., Gy, ~F} kilmesinin modeli vardir. TU{—F'} kiimesinin
bir modelini bulacagiz. O zaman I', F' formiiliinii gerektirmeyecektir.

Tim onerme degigkenlerinin, {Py, Ps, Ps,...} kiimesini olugturdugunu
varsayabiliriz. Her n igin ', T' kiimesinde olan ve degigkenleri sadece
{P, ..., P,} kiimesinden olan formiiller kiimesi olsun. I',, sonsuz olabilir;
ama I',, kiimesindeki formiillerin dogruluk tablolarimin kiimesi sonludur
(neden?). Onun i¢in varsayiminza gore I'y, U {=F} kiimesinin modeli
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vardir. O kiimenin tiim modellerinin kiimesi M,, olsun. Eger n < p ise, o
zaman M,,, M, kiimesini kapsar, yani M, C M,,. Boylece

My 2 My 2 M3 2 ---

Bir d* dogruluk géndermesi i¢in, her n i¢in, d* géndermesinin M,, kiime-
sinin bir eleman oldugunu (yani d* € (), M,,) gosterecegiz. Aslinda d*
dogruluk gondermesinin dzyinelemeli tanims olacaktir.

1. Once d*(P;) tammlanacaktir.

e Eger bir n igin M,, kiimesindeki her d igin d(P;) = 0 ise, o zaman
d*(Py) = 0 olsun.

e Eger her n i¢gin M,, kiimesindeki bir d i¢in d(P;) = 1 ise, o zaman
d*(Py) = 1 olsun.

Boylece d*(Py) tamimlanmigtir. Her durumda, her n i¢in, M,, kiimesinin
d(Py) = d*(Py) esitligini saglayan bir d eleman1 vardur.

2. Simdi d*(P;) tanimlanacaktir.

e Eger bir n igin M,, kiimesindeki d(P;) = d*(Py) esitligini saglayan
her d igin d(P,) = 0 ise, o zaman d*(P) = 0 olsun.

e Eger her n igin M,, kiimesindeki d(P;) = d*(P;) esitligini saglayan
bir d igin d(P) = 1 ise, o zaman d*(P2) = 1 olsun.

Béylece d*(Py) tammlanmigtir. Her durumda, her n igin, M,, kiimesinin
d(Py) = d*(Py) ve d(P) = d*(P,) esitliklerini saglayan d elemam vardir.

k. Ay gekilde devam ediyoruz. Bir k igin, d*(Py), ..., d*(Px) degerlerini
sectigimizi varsayiyoruz, ve her n ic¢in, M,, kiimesinin

d(Py) =d*(P), d(P)=d"(P), ..., d(Px)=d"(P.) (81)

egitliklerini saglayan d elemaninin oldugunu varsayiyoruz.

e Eger bir n igin M,, kiimesindeki (8.1) egitliklerini saglayan her d icin
d(Py41) = 0 ise, 0 zaman d*(Py4+1) = 0 olsun.
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e Eger her n igin M,, kiimesindeki (8.1) egitliklerini saglayan bir d i¢in
d(Pg+1) = 1 ise, 0 zaman d*(Py41) = 1 olsun.

Boylece d*(Py1) tanimlanmigtir. Her durumda, her n igin, M,, kiimesinin
(8.1) esitliklerini saglayan bir d eleman: vardir.

Boylece 6zyinelemeyle d* dogruluk gondermesi tanimlanmigtir. Her n igin
d*, T',, U{=F} kiimesinin bir modelidir; o zaman d*, I'U{=F'} kiimesinin
modelidir. Bu gekilde I'; F' formiiliinii gerektirmez. O



9 Bicimsel dizgeler

Sayfa 37’deki tamima gore bigimsel bir kanitta, her satir

1) ya bir totoloji,
2) ya onceki satirlarin gerektirdigi bir formiil,
3) ya da bir hipotezdir.

Bir formiil totolojiyse, bunu dogruluk tablosuyla gosterebiliriz. Bir formiil
bagka formiiller tarafindan gerektiriliyorsa, bunu da dogruluk tablolariyla
gosterebiliriz. Ancak, dogruluk tablolarini kullanmadan, bigimsel bir ka-
nitin hipotezlerini ve hipotez olmayan satirlarini ayirt edebilmek isteriz.
Bunu yapmak i¢in bi¢imsel bir yonteme, bi¢imsel dizge denir. Kesinlik
i¢in, bigimsel dizge,

1) baz bilinen totolojilerden ve
2) bazi bilinen gerektirmelerden

olusur. Bu bilinen totolojilere dizgenin aksiyomlari denir; bu bilinen
gerektirmelere dizgenin ¢ikarim kurallar: denir.

D bigimsel bir dizge, I' bir formiiller kiimesi, ve K bigimsel bir kanit
olsun. Eger K kanitin her satiri,

1) ya D dizgesinin bir aksiyomu,
2) ya D dizgesinin bir ¢ikarim kuralina gore onceki satirlarin gerektir-
digi bir formiil,
3) ya da I' kiimesinin bir elemamn ise,
o zaman I', K kanitin sonucunu gerektirir, ve ayrica, bu gerektirme, D
dizgesinin (bigimsel) bir teoremdir. Her gerektirme D dizgesinin bir

teoremi ise, bu dizgeye tam denir. Tki bicimsel dizgeyi tanimlayip taml-
g1 kanitlayacagiz.
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9.1 %, bicimsel dizgesi

Aslinda bir formiilii sonlu sayida formiillerin gerektirip gerektirmedigini
o6grenmek icin, dogruluk tablosu yonteminin kendisi bigimsel bir yontem-
dir. O zaman en kapsamli bicimsel dizgede

1) her totoloji bir aksiyomdur,
2) sonlu sayida formiillerden gelen her gerektirme bir gikarim kurahdir.

Bu dizge %y olsun. O zaman Tikizlik Teoremine gére %, tamdir.

9.2 %, bicimsel dizgesi

Simdi 2; adh bicimsel dizgesini tanimlayacagiz. Dizgenin aksiyomlar: iki
sekilde:

e 1 formiilii,

e her - F Vv F formiili.
Cikarim kurallar g sekilde:
Ekleme: Tim F' ve G formiilleri i¢in, F' formiiliinden GV F' ¢ikar.
Baglama: F' ile G formiillerinden F' A G ¢ikar.

Yerine Koyma: F' ~ G, sayfa 25’teki Teorem 5’ten bir denklik olsun.
Bu denklikten, sayfa 27’deki Degigtirim Teoremine gore, F' ~ G’
denkligi saglansin. Bir K formiiliiniin F’ alt formiili olsun. Bu alt
formiiliin yerine G’ konularak K* formiilii (sayfa 28’deki Yerine

Koyma Teoremindeki gibi) elde ediliyorsa, o zaman K formiiniinden
K* cikar.

2, dizgesinin tam oldugunu gosterecegiz. Bunu yapmak igin, ilk olarak,
her formiiliin tikel-evetlemeli normal bi¢imi oldugunu gozlemleyecegiz.

Tikel-evetlemeli normal bigim, érneklerden en iyi anlagilir. PV Q — R ve
(P = R) AM(Q — R) formiillerinin dogruluk tablolar1, birbiriyle aymdir,
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P 01010101
Q 00110011
R 000O0T1T11°1
PVQ—R |1 000 1 1 1 1
-PA-QA-R|1 0 0 0 0 0 0 0
-PA-QA R|0O 0 0 0 1 0 0 0
PA-QA R|0O 0 0 0 0 1 0 0
-PA QA R|O O 0 000 1 0
PA QA R[O O 0 0 0 0 0 1

Sekil 23: PV (Q — R formiliiniin tikel-evetlemeli normal bigimi igin
dogruluk tablolari

ve bu ortak tablo, sayfa 25teki Sekil 15’tedir. Dolayisiyla bu formiille-
rin tikel-evetlemeli normal bigimleri birbiriyle aynidir ve agagidaki gibi
yazilir:

(~PA=-QA-R)V (-PA-QAR)V(PA-QAR)
V(EPAQAR)V(PAQAR).
Bu 6nermeyi anlamak igin, Sekil 23’# diigiiniin.

Simdi F' rastgele 6nerme formiilii olsun, ve onun 6nerme degigskenleri Py,
..., P, olsun. Ustelik d bir dogruluk géndermesi olsun. O zaman

(d(Pr), ..., d(Pn))

listesi igin, 2" tane segenek var. Bir m igin, m ve sadece m tane segenek
i¢in, d(F') = 1. O segenekler,

(617"'7671L)’ ctt (ET"76T)

olsun. Ornegin P, V P, — Ps igin secenekler (0,0,0), (0,0,1), (1,0,1),
(0,1,1), (1,1,1) listeleridir; bunlar Sekil 23’ten okunabilir. Genelde

1<i<n, 1<i<m
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ise, bir P} formiiliiniin asagidaki tanimi olsun.
e =0 ise P}, =P; formiiliidiir.

eé =1 ise P]?, P; formiilidiir.

Ondan sonra F? formiilii
PiA---ANP:

formiilii olsun. Boyle bir formiile tiimel-evetleme denir. Simdi
F'v...vF™

formiilii tanimlanmigtir. Béyle bir formiile tikel-evetleme denir. Ashnda
F'v...v F™ formiilii, F formiiliiniin tikel-evetlemeli normal bigimi-
dir. Yani, F' formiiliiniin tikel-evetlemeli normal bic¢imi,

(PLA---APHV- oV (P™A---ANP™)

formiiliidiir. Bu formiiliin F formiiliine denk oldugu goriinebilir. Tki 6zel
durum vardir:

m = 0 ise I’ formiiliiniin tikel-evetlemeli normal bi¢imi 0 formiiliidiir.

n = 0 ise, ya F denktir 0 ya da F denktir 1. Sirasiyla F' formiiliiniin
tikel-evetlemeli normal bigimi, ya 0 ya da 1’dir.

Simdi agagidaki aligtirma kolaylikla ¢oziilebilir.

Alstirma 19. Rastgele bir dogruluk tablosu icin, dogruluk tablosu o
olan bir formiili yazin.

Teorem 20. Bir {F},...,F,} formiiller kimesi bir G formilini gerek-
tirir ancak ve ancak GV (Fy A --- AN Fy) formili G formdline denktir.

Kanit. Ahgtirma 2o. O

Teorem 21. % bi¢imsel dizgesi tamdar.
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Kanat. Sadece Yerine Koyma kuralini kullanarak her F' formiiliini tikel-
evetlemeli normal ' bicimine getirebiliriz. Tiim adimlarimiz, tersine cev-
rilebilir. Bu gekilde

e I’ formiiliiniin F formiiliini gerektirdigi ve
e F formiiliiniin F’ formiiliinii gerektirdigi,

2, dizgesinin bir teoremidir. Ayrica F' bir totolojiyse, tekrar sadece Ye-
rine Koyma kuralim kullanarak I formiiliiniin normal F’ bi¢iminin 1’e
denk oldugunu gésterebiliriz, ve adimlarimiz tersine cevrilebilir. Bu ge-
kilde her totolojinin bir totoloji oldugu, 2 dizgesinin bir teoremidir.

Simdi I' kiimesi, F' formiiliinii gerektirsin. Tikizlik Teoremine gore I' kii-
mesinin sonlu bir {G1, ..., G, } altkiimesi de F' formiiliinii gerektirir. Bag-
lama ve Ekleme kurallar sayesinde, bu {Gj,...,G,} kiimesinin

FV(GiA---NGy)

formiiliinii gerektirdigi, 2, dizgesinin bir teoremdir. Onceki teoreme gore,
F ve FV (Gy A -+ A Gy) formiilleri, birbirine denktir; dolayisiyla, bu
formiillerin aym tikel-evetlemeli normal F’ bigimi vardir. Gosterdigimiz
gibi FV (G A -+ AG,) formilliiniin F’ formiiliinii gerektirdigi, ve F’
formiiliintin F' formiiliinii gerektirdigi, %; dizgesinin teoremidir. O zaman
I' kiimesinin F' formiiliinii gerektirdigi, 2 dizgesinin teoremidir. O

9.3 %, bicimsel dizgesi
Bu asamada yeni simgeler yararlh olacak. Sayfa go’daki gibi, eger I" for-
miiller kiimesi F' formiiliinii gerektirirse,

rer

ifadesini yazacagiz. Bu F simgesine turnike denir. Tikizlik Teoremine
gore I' E F ise, o zaman [" kiimesinin sonlu bir 'y altkiimesi i¢in 'y F F
olur. Eger bir I' F F' gerektirmesi, & bicimsel dizgesinin bir teoremiyse,

Thy F
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ifadesini yazacagiz. Bu F simgesi de, bir turnikedir. Istersek

e  simgesine yorumsal turnike,
e | simgesine dizimsel turnike

diyebiliriz. Ancak adlar 6nemli degil. Sayfa 37’deki Teorem 17’ye gore
her I ve Figin, I' ¢ Fise ' F F.

Ayrica @ dizgesi tamdir ancak ve ancak
her I" ve Fligin, ' F F ise I' -9 F.

Tam bicimsel bir dizge, 2; dizgesinden daha basit olabilir. Ilk olarak, bir
formiiliin tikel-evetlemeli normal bigimi, sadece V, A, =, 0, ve 1 baglayici-
larim kullanir. Ayrica

0~ -1, 1~=P VP, FAG~~=(=FA-QG).

Oyleyse her formiil, sadece V ile = baglayicilarmin kullanildig bir formiile
denktir. 2, adl bigimsel dizge,* sadece bu baglayicilar1 kullanacak. Simdi
I' -9, F ifadesinin yerine

' F

ifadesini yazalim. %5 dizgesinin her aksiyomu —F V F bi¢imindedir:
Fo mFV F.

24 dizgesinin gikarim kurallari, agagidaki sekillerdedir.

Ekleme: Tim F' ve G formiilleri igin, F' formiiliinden G V F' ¢ikar:
Fte GV EF.
Daralma: F'V F formiiliinden F' ¢ikar:

FVFryF.

*Bu dizgeyi Shoenfield’den [8] aldim, ama ilk kaynagi Russell ile Whitehead’dir [11].
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Birlesme: F'V (G V H) formiiliinden (F'V G) V H gkar:
Fv(GVH)H (FVG)VH.
Kesme: F'V G ve =F V H formiillerinden G V H c¢ikar:

FVvG, -FVHF, GV H.
Teorem 22 (Degisme). 'y FVG iseI'Fo GV F.

Kanit. Eger I' 5 FVG ise, o zaman o ~FV F sayesinde Kesme kuraliyla
', GV F. O

FVv GV H demek FV (G V H) oldugunu hatirlayin, onun igin

F1\/\/Fn demekFl\/(Fg\/(Fn_l\/Fn))

Teorem 23 (Genellegtirilmis Ekleme, Daralma & Degigme). Bir n igin
Fi, ..., F,, formiller olsun. Bir m i¢in, her i i¢in, 1 < i < m ise
1 < k; < n kosulunu saglayan k; segilsin. O zaman

ThyFp V-V Fy iseDby Fy V-V E,.

m

Kamit. Kanitimiz, m {izerine tiimevarim yontemini kullanacaktir. Aslinda
ii¢ durum vardir.

e m =1 durumu. 1 < k <m ve ' ko Fj varsayiyoruz. O zaman

Iy (Fk+1\/'~~VF7,)\/Fk, [Eklerne]
ko FpVFriq VeV Ey, [Degigme]
ke Fyy VE,V Fip1 V-2V Fy, [Ekleme]
'k iV - VFVFepa VeV E,, [Ekleme]

yani I'tFo F1 V---V F,.
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em=2durumu. 1 <i<n,1<j<nve
'ty FyV E;

varsaylyoruz. Eger ¢ = j ise, o zaman Daralmayla I' -5 F;, ve m = 1
durumundan I' ko Fy V ---V F,. Eger j < ¢ ise, o zaman Degigsmeyle
I' o F; V F;. Dolayisiyla i < j varsayilabilir. O halde n > 2. Simdi n
iizerine tiimevarimi kullanacagiz.

1. Eger n = 2 ise, ispatlanacak hicbir gey yoktur.

2. Simdi k£ > 2 olsun, ve n = k durumunda (ve m = 2 durumunda)
teoremin ispatlandigini varsayalim. O zaman n = k + 1 durumunda
ispatlayacagiz.

— Eger i =1 ve j = 2 ise, o zaman

Tk (F3V -V Fry1)V Fy V By, [Ekleme]

ko (F5V -V Fry1) V)V Fy, [Birlesmel]
Tk FoV(F3V -V Fryp)V Iy, [Degigme]
Phy (FoVE3V -V Fryp)V Fy, [Birlegme]
Ty Fi V-V Fryg. [Degigme]

— Eger i =1 ve j > 2 ise, 0 zaman

Py FiVE3V -V Friq, [n = k durumu]
Dhy (F3V -V Fri1)V Fy, [Degisme]

Dho FoV (F3V -V Fri1)V Fy, [Ekleme]

ke (F3V -V Fry1) V)V Fy, [Degisme]

Py (F3V -V Fry1)V EFLV By, [Birlegme]

Ty V-V Frya. [Degisme]

— Eger 7 > 1 ise, o zaman

by Fo VooV Fryq, [n = k durumu]
Fl_Q F1V"'\/Fk+1. [Ekleme]
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Boylece, tiimevarim ile, m = 2 durumunda teorem ispatlanmigtir.

e m > 2 durumu. ¢ > 2 olsun, ve m = £ durumunda teoremin ispat-
landigini varsayalim. m = £ + 1 durumunda ispatlayacagiz. O zaman

Ty Fyy V-V Fy,,,

varsaylyoruz. Bu durumda,

Lo (Fry, V EFry) VoV Frypy s [Birlegme]

Iy (F, \/FkQ)\/Fl <V By, [m = ¢ durumu]
Thy (FL V-V Fy)V Fy, V F,, [Degisme]

Tk (Fy V-V F)V Fyy) V Fy,, [Birlegme|

'y (FyV '\/Fn)\/Fkl)\/Fl\/'~\/Fn, [m = 2 durumu]
by (FyV---VE)V(FL V-V E,)V Fy,, [Degisme]

by ((Fy V- VF,)VF V-V E,)V Fy,, [Birlegme]

Ik (FL V- -an)vFlvvan)

V(FiV---VF,)VFiV---VF,  [m=2durumu]

Py (FLV - VF,)VF V-V E,, [Daralmal
'y FAV---VE,. [Daralmal
Tiimevarimdan tiim durumda teorem kanitlanmigtir. O

Eger P herhangi bir 6nerme degiskeni ise, o zaman hem P hem —P for-
miiliine harfi denir.

Teorem 24. n, bir say olsun, ve her k i¢in, 1 < k < n ise, Fy bir harfi
olsun. Eger
EFLV---VF,

ise, 0 zaman 1 <1 < n ile 1 < j < n kosullariny saglayan bir © ve j i¢in
E; formiili —F; formiiliyle aynadar.

Kanat. Ahgtirma 21. O
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Teorem 25. Her n i¢in, n > 2 ve E F} V---V F, ise, 0 zaman

Fo By V-V F,.

Kanit. n > 2 ve F F1 V ---V F, varsayiliyor. En basit durumda, her Fj,
bir harfidir. Bu durumda, Teorem 24’e¢ gore, bir ¢ ve j igin, F; ve —F}
birbiriyle aymdir. O zaman

Fo B}V Fy, [aksiyom]
Fo YV -V F,. [Teorem 23]
Simdi, bir k i¢in, Fj formild harfi olmasin. Teorem 23 sayesinde, k = 1

varsayabiliriz. Ug tane durum var. Her bir durumda, daha basit durum-
larin ispatlandigini varsayabiliriz.

F; bir =—G formiiliiyse, o zaman F GV F, V - -- V F},, dolayisiyla

Fo GV E V-V F,, [daha basit durum]
Fo Fy V-G, [aksiyom|

Fo =GV Fy, [Degisme]

Fo (Fo V-V F,)V Fy, [Kesme]

Fo FiV---VE,. [Degigme]

F; bir =(G V H) formiiliiyse, o zaman F -GV Fy V --- V F,, ve E
-HV FyV---V F,, dolayisiyla

Fo =GV FyV---VF,, [daha basit durum]
Fo i VGV H, [aksiyom]

Fo GV HV Fy, [Teorem 23]

Fo (HVE)VFV---VE,, [Kesme]|

Fo (FoV---VE,)VHVF, [Degisme]

Fo HV (Fo V-V F,)V Fy, [Teorem 23]

o mHVF,V---VE,, [daha basit durum]|
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Fo (FaV---VE,)VEF)VFV---VE,  [Kesme|
}_2 (FQ\/\/Fn)\/(FQ\/\/Fn)\/Fl, [De§1§me]
Fo FiV---VE,. [Teorem 23]

F; bir GV H formiiliiyyse, o zaman F GVHV F,V---V F,, dolayisiyla

FoGVHYV Fy V-V Fy, [daha basit durum]
Fo Fo V.-V F, VY, [Teorem 23]
Fo By V-2V F,. [Teorem 23] O

Teorem 26 (Totoloji). F F ise o F.

Kamit. E F ise, o zaman
FEFVE,

dolayisiyla

Fo FFVF, [Teorem 25]
ko F. [Daralmal O

Teorem 27 (Aywrma). 'ty F ile Ty =F VG ise ' G.

Kanit. T'to File I' 9 =F V G varsayalim. O zaman

'k GV F, [Ekleme]

' FVG, [Degigme]

', GVG, [Kesme]

It G. [Daralmal O

Teorem 28 (%, dizgesinin tamhgl). I'F F ise I' 5 F.

Kamit. T' E F varsayalim. Tikizlik Teoremi sayesinde I' kiimesinin bir
{Gy...,G,} alt kiimesi i¢in {G;...,G,} E F. O zaman

FE-GiV---VG,VF,
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dolayisiyla
Fo =GV --- V-G, VF, [Totoloji Teoremi]
't -Gyv---v-G,VFE,
r I72 le
I'tke =GoV--- VG, VE, [Ayirma)]
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