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Onsoz

Bildigim ve kullandigim modeller kurami kitaplar: ilk yayim tarihlerine
gore agagida siralanmigtir.

1969 Bell & Slomson Models and Ultraproducts: An Introduction

1973 Chang & Keisler Model Theory

1985 Poizat Cours de théorie des modéles

1993 Hodges Model Theory

1995 Rothmaler Introduction to Model Theory

2002 Marker Model Theory: An introduction

2003 Marcja & Toffalori A Guide to Classical and Modern Model
Theory

2012 Tent & Ziegler A Course in Model Theory

Tirkge ifadelerde yardim ettigi i¢in Ayse Berkman’a tegekkiir ederim.
Ali Nesin’in Analiz IV kitabim1 da matematiksel Tiirkge 6rnegi olarak
kullandim. Baz terimler, Griinberg ile Onart ve Demirtag tarafindan
yazilmig kitaplardan alinmigtir.
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1 Yapilar, Teoriler, ve Modeller

Modeller kuramui, teorilerin modelleri olarak yapilarin
aragtirilmasidir. Bu tamimda agiklanacak {ig terim var, yani: (1) yaps,
(2) teori, (3) model.

1.1 Yapilar

Oncelikle, baz1 yap1 6rnekeri ile baglayalim:

1) (R,+,—, -,0,1, <) swralannug cismi;

2) (C,+,—, -,0,1) cismi;

3) bir (G, -, 71, 1) grubu;

4) (Q, <) dogrusal siralannmig kiimesi;

5) (Z,+,—,0) degigsmeli grubu;

6) (N,1,z — x + 1) dogal sayilar yapisi (bu kitapta N = {1,2,3,...}

olacak);
7) Q bir kiimeyse, (£ (Q),U,N, \, ) Boole cebiri.

Yapai, bazi iglemleri, bagintilar, ve elemanlar: ile donatilmig bir
kiimedir. Mesela, (R, 4, —, -,0, 1, <) yapisinda,

1) +, —, ve -, R kiimesinin iglemleridir;
2) <, R kiimesinin bir bagmtisidir;
3) 0 ve 1, R kiimesinin elemanlaridir.
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Bir A kiimesinden,
A7 A x A, Ax Ax A,

dizisini olustururuz, yani A!, A2, A3, ... Bu kiimelerin rastgele
elemanlar: sirasiyla

ao, (QOaal)a (ao,al,az),

olarak yazilir. (Bu kitapta indisler {0,1,2,...} kiimesinden alnir; bu
kiime w olarak yazilir.)

1. A kiimesinin bir bagintisi, N kiimesinden bir n i¢in, A™
kuvvetinin bir altkiimesidir. Bu altkiime, A kiimesinin
n-konumlu bir bagintisidir.

2. A kiimesinin bir iglemi, N kiimesinden bir n i¢in, A™
kuvvetinden A kiimesine giden bir fonksiyondur. Bu fonksiyon, A
kiimesinin n-konumlu bir islemidir. n-konumlu bir iglem,

(n 4 1)-konumlu bir bagmtidir, yani f: A™ — A ise, o zaman

f={(x0,...,xn) € A" f(xo,..., 20 1) = T}

1.2 Teoriler ve modelleri

{+,—, -,0,1,<} kiimesi, (R,+,—, -,0,1, <) yapisiuin imzasidir. Bu
imza, sadece bir simgeler kiimesidir. O simgelerle, bigimsel ciimleler
yazariz, ornegin

drx-x=1+1.
Bu climle, (R, 4+, —, -,0, 1, <) yapisinda dogrudur, ama imzasi ayni olan
(Q,+,—, -,0,1, <) yapisinda dogru degil, yanlister. Ayrintili tanimlar
ileride verilecek.

Simdilik, teori, bir climleler kiimesidir. (Daha sonra bu tanimi rétus
edecegiz.) Ornegin, gruplar teorisi ve cisimler teorisi vardir. Bir
teorinin modeli, teorideki her climlenin dogru oldugu bir yapidir. O
zaman (Q,+, —, -,0,1) yapisi, cisimler teorisinin bir modelidir (¢iinkii
cisimdir); ama (Z,+, —, -,0,1), cisimler teorisinin bir modeli degildir.
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Ciimle, serbest degiskeni olmayan bir formildir. Formiiliin en basit
ornegi, bir tg = t; denklemidir.

Cisimler imzasinda ¢aligalim. Bu imzada, serbest degiskeni x ve y olan
z-rz+y-y=1+1+1+1))

denklemi vardir. « - = terimin yerine 2?2 ifadesini yazariz, ve

1+ (14 (1+1)) teriminin yerine 4 ifadesini yazarz. (R,+,—, -,0,1)
cismi igin, kisaltma olarak, R simgesini kullanalim. O zaman

22 + y? = 4 denkleminin R yapisindaki bir ¢éziimler kiimesi vardir: bu
kiime, merkezi (0,0) olan ve yaricap: 2 olan ¢emberdir. Denklem,
¢ozlimler kiimesini tanimlar deriz.

= x + 1 denkleminin R yapisindaki ¢6ziim kiimesi, bir dogrudur. Bu
iki ¢oztimler kiimesinin kesigimi,

{(1;¢77 1+2\/7) | <1 - VT 1 2\/7>}

kiimesidir. Bu kiime, R yapisinda,

4y =4dAy=x+1

formailii tarafindan tamimlanir. Ayrica, [—2, 2] araligl, yani
{reR: —2< 2Nz <2}

veya {x € R: 22 < 4} kiimesi, serbest degigkeni z olan

Jya?+y? =4
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formiilii tarafindan tanimlanir.

# bir imza olsun; 2, imzas1 .# olan bir yap1 olsun. O zaman 2l baz
islemleri, bagintilari, ve elemanlar: ile donatilmig bir A kiimesidir.
Ayrica .# imzasindaki her S simgesi,

1) ya iglem simgesi,
2) ya yiiklem (veya bagint: simgesi )
3) ya da degismezdir (veya bireysel defismez simgesidir).

Sirasiyla A kiimesinin S% (veya S) olarak yazilan

1) iglemi, veya
2) bagntisi, veya
3) eleman: vardir;

ve
2= (A7 Sm)Sef-

Burada S*, S simgesinin 2 yapisindaki yorumudur.
& imzasmin formiilleri,

1) ¥ imzasindaki simgelerden,

2) egit igaretinden,

3) bireysel degigkenlerden,

4) -, V, A, =, ve <> baglayicilarindan,
5) 3 ve V simgelerinden, ve

6) ayraglardan

yapilir. Ayrintili tanmim sayfa 20’de verilecektir.

Bir formiiliin baz1 degiskenleribagl, bazilari serbesttir. Bir formiiliin n
serbest degigkeni varsa, o formiile n-konumlu denir. ¢, .# imzasinin
n-konumlu bir formiilii olsun. O zaman ¢ formiiliiniin 2 yapisindaki
¢Ozim kiimesi vardir. Bu kiime, A™ kuvvetinin bir altkiimesidir, ve onu

SOQl

olarak yazariz. o formiilii, 2 yapisinda ¢ kiimesini tanimlar; bu p*
kiimesi,
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e ¢ formiiliiniin 2 yapisindaki yorumudur;
e 2 yapisinin n-konumlu tanimlanabilen bir bagintisidir.

Ornegin

By 22 +y* =4)% =[-2,2].

o formiiliiniin degillemesini, yani —¢ formiiliinii olugturabiliriz, ve bu
formiil, p* kiimesinin A" kiimesindeki timleyenini tanimlar. Yani,

()™ = A" N ™.

1, bagka n-konumlu bir formiil olsun. O zaman ¢ ve 1 formiillerin
tiimel-evetlemesini ve tikel-evetlemesini, yani ¢ Ay ve o V¢
formiillerini olugturabiliriz, ve

(P A =¥ N, (V) = Up®

olur. Igerme formiilleri vardir, mesela @ — 1; ama bunlar yeni bir gey
tanimlamaz:

(o= )" = (e V)* = (A" N\ %) Uy

Karsilikhi-kogulluklu formiilleri de vardir, mesela ¢ <> v; ama bunlar
da yeni bir gey tanimlamaz:

()=o) AW =)™ = (A" (PP UP™) U (P Ny).

o formiiliiniin serbest degigkenleri, xg, ..., ,_1 olsun. O zaman ¢
formiilii,

o(zo, ...y Tn_1)
veya ¢(Z) seklinde yazilabilir. Bu durumda ¢®, A" kuvvetinin (@)
climlesinin 2l yapisinda dogru olmasi saglayan d@ elemanlarinin

kiimesidir. Eger i < n ise, o zaman A" kuvvetinden A"~! kuvvetine
giden

W?((ﬂo,...,iﬂnfl) = ($07"'7$i717xi+17"'7xn71)
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= (x()v"'a‘fia"'axn—l)

esitligini saglayan bir 7]* fonksiyonu vardir. Bu fonksiyon, bir
koordinat izdiisiimiidiir. Ayrica, x; degiskeninin tikel nicelendigi
bir dx; ¢ formiili vardir, ve

Qi o)™ = 7 [p™] = {7} (@): T € ™).

Bir degigkenin tiimel nicelemesi olabilir, ama bu, yeni tanimlanabilen
kiimeler olugturmaz:

(Vz @) = (-3 —p)*.

Tiim A yapisinda n-konumlu tanimlanabilen bagintilarin kiimesi,
Tan" ()

olsun. Bu kiime, #2(A™) kuvvet kiimesinin bir altkiimesidir. &2(A™)
kiimesinin N, U, ve \ iglemlerine Boole iglemi denir. Bu islemler
altinda Tan”(A) kiimesi kapahdir. Ustelik, @ € Tan™(2), ¢iinkii

(xo# TV -V Tp1 #an_1)> = 2.

Yani, tanimlanabilen kiimelerin bir Boole bilesimi, yine
tamimlanabilen bir kiimedir. O zaman

(Tan™(A), N, U, \, @)

bir yapidir. Ayrica, tanimlanabilen kiimenin koordinat izdiigiimii,
tanimlanabilen bir kiimedir.

Simdi Tan"(2() kiimelerinin kesin tanimim verelim.

1. # imzasindaki her n-konumlu B yiiklemi igin,

B* € Tan™(2).
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2. {(z,z): x € A} € Tan*(2A), yani
{(z,y) € A%: 2 = y} € Tan*(2A).
3. # imzasindaki her n-konumlu f iglem simgesi i¢in,
% € Tan™ 1 (2A).
4. A kiimesindeki her b igin,
{b} € Tan* ().

5. Her m ve n i¢in, eger o, {0,...,m — 1} kiimesinden {0,...,n — 1}
kiimesine giden bir fonksiyon ise, ve X € Tan™(2l) ise, o zaman

{(wo,...,2n_1) € A" (25(0)s - - » To(m—1)) € X} € Tan™(A).

Mesela, A x X = {(zg,...,Tm) € A (z1,...,2,) € X},
dolayisiyla
A x X € Tan™();

ve m = 2 ise, 0 zaman
{(y,2): (z,9) € X} € Tan*()

olur.
6. Tan"(2l), Boole iglemleri altinda kapaldir.
7. Eger i <m veY € Tan" () ise,

7P [V] € Tan™ ().
Alstirma 1.
a) @ ve A™ kiimelerinin Tan™(2() kiimesinde oldugunu gosterin.

b) Tan"(2A) kiimelerinin tanimindaki 7. kogulun yerine

7" Y] € Tan™ 1(2)

n—

kogulunun yazilabilecegini gosterin.
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¢) Eger 5. koguldaki gibi o: {0,...,m —1} = {0,...,n— 1} ise, ve
Y € Tan" () ise, o zaman A™ kiimesinin, ¥ kiimesinin bir
(Yo, - --,Yn—1) elemani icin

(Toy -+ s Tm-1) = (Yo(0)s - - s Yo (m—-1))

esitligini saglayan (zq,...,Zm,—1) elemanlarinin kiimesinin
Tan™(2A) kiimesinde oldugunu gosterin.

d) Bir kiime, imzasi bog olan bir yapidir. A, dyle bir yap: olsun.
Tan®(A) kiimesinin elemanlar1 nelerdir? Tan?(2() kiimesinin
elemanlar1 nelerdir?

Alstirma 2.
a) (R,+,—, -) yapisinda < bagmtisinin tamimlanabildigini gosterin.

b) (C,+,—, -,z Z) yapisinda R kiimesinin tanimlanabildigini
gosterin. (Sayfa 46’daki Aligtirma 26’ya bakin.)



3 Niceleyicilerin giderilmesi

Bazen bir teorinin modellerinin tiim tanimlanabilen kiimelerini bulmak
i¢in, koordinat izdiigtimleri gerekmez. Bu durumda, o teori,
niceleyicilerin giderilmesine imkan verir. Formiilleri kullanan bir
tanim daha sonra verilecek.

3.1 Sonsuz dogrusal uzaylar

K, bir cisim olsun. Bu K cismi, ya C, ya R, ya Q, ya sonlu bir cisim, ya
da bagka bir cisim olabilir. Eger 4, K cismi iistiindeki dogrusal bir uzay
ise, o zaman K cismindeki her a i¢in, 4 uzaymnin x — a - x veya a- iglemi
vardir. Dolayisiyla K cismi iistiindeki dogrusal uzaylarin imzasi,

{+,—,0tU{a:ac K}

kiimesidir. Dogrusal uzay teorisinin aksiyomlar asagidadir.

1. Degismeli gruplar aksiyomlari, yani

VeVyr+y=y+x,
VeVyVza+ (y+2)=(z+y) + 2,
Ve 04z =z,

Ve —x+xz=0.

2. K cismindeki her a i¢in,
VeVya-(x+y)=a-x+a-y.

(Yani a- bir grup endomorfizmidir.)

14
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3. K cismindeki her a ve b igin, a + b = c ise,
Vea-z+b-x=c-x.

(Yani a — a- bir grup homomorfizmidir.)
4. K cismindeki her a ve b igin, a - b = d ise,

Vea-(b-x)=d- .

(Dolayisiyla a — a- bir halka homomorfizmidir.)
5. Son olarak
Vel -x=ux.

(Dolayisiyla a +— a- bir birimli halka homomorfizmidir.)

K cismi tistiindeki dogrusal uzaylar teorisi olarak,
Tk

yazalim. Bunun imzasi #x olsun. (Yani, .k = {+,—,0,a }ack.) Simdi

v, Jx imzasimdaki n-konumlu bir denklem olsun. O zaman K cisminde

oyle a®, ..., a” ! vardir ki ¢,

a zo+--+a" o, 1=0

veya

Zak-xk:O

k<n

denklemine T teorisine gore denktir. Yani, K cismi iistiindeki her
dogrusal i uzayi igin,

e =(a" zo+ - +a" T a, = 0)N

Ozel olarak ¢, U™ uzayimnn bir alt uzaym tammmlar. Ancak k < n olsun,
ve U uzaymin by, ..., b,_1 elemanlar1 olsun. O zaman

So(x(h R 7mk717bk7 .. '7bn71)
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denklemini olusturabiliriz. Bu formiil, b = —(a* - by 4+ --- +a" " - b, _1)
esitliginin oldugu

@z 4 ta L g =p

denklemine denktir, ve U* uzaymmn afin bir altkiimesini tanimlar.
Bunun gibi kiimelerin bir Boole bilegimi ne olur?—ve onlarin koordinat
izdiigiimleri nedir?

Eger f, bir A kiimesinden bir B kiimesine giden bir fonksiyon ise, yani
f:A— B
ise, ve X ile Y, A kiimesinin altkiimeleriyse, o zaman
fIXnY]C f[X]n f[Y]
kapsamasini biliyoruz; ancak
fIXUY]= fIXTU fY]
esitligini de biliyoruz. Ozellikle i < n ise, ve X, Y C U™ ise, o zaman
X UY] =#lX]url[Y].
Ayrica,

AN(XUY)=(ANX)N(ANY),
AN(XNY)=(ANX)U(ANY).

Ama 7 X NY] nedir?

Bir s ve t igin, her ¢ ve j igin, ¢ < s ve j < t ise, @;(zo,...,Tn) Ve
¥;(xo, ..., xy,), Ik imzasindaki denklem olsunlar. O zaman

31’” (900/\"'/\4%—1/\_‘1/)0/\"'/\_‘1/%—1)

dz,, (/\ wi A /\ —np])

1<s g<t

veya
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formiiliinii olugturuz. Bu formiil, Tk teorisine gore,
dz, (/\Zaf-xk =z, A\ /\ Zb?-mk ;éxn>
i<sk<n j<tk<n

seklinde yazilabilir. Eger s > 0 ise, o zaman Tk teorisine gore
formiiliimiizii, x,, degigkeninin yerine >, _ a® | -z terimini koyduktan
sonra

[N LI SMERYS SIS SIS
i<s—1lk<n k<n j<tk<n k<n

olarak yazabiliriz. Simdi s = 0 varsayalim. Bu durumda, formiiliimiiz

Fan N\ 08k # (%)

j<tk<n
seklindedir. Tk teorisinin bir modeli, sonlu olabilir, ve bu durumda, bir
(zo,...,2Zn—1) eleman listesi i¢in, formiil yanhg olabilir. O zaman,
Tk,

K iistiindeki sonsuz dogrusal uzaylar teorisi olsun. Bu teorinin
aksiyomlari, Tk teorisinin aksiyomlariyla her n igin,

ELTO Hxn (x07£{[1/\1'0§£$2/\"‘/\xn71#mn)

veya

dzg ---3Jz, /\ i # Ty

i<j<n

climlesidir. (Eger K zaten sonsuzsa, 3z x # 0 aksiyomu yeterlidir.) T
teorisine gore () satirindaki formiiliimtz her (zg,...,z,—1) i¢in
dogrudur, ve

To=2Tog N " NTp_1=2Tp_1
formiiliine denktir. Sonug olarak, agagidaki teoremi ispatlamis olduk.
Teorem 1. T} teorisi, niceleyecilerin giderilmesine imkdn verir.

Alstirma 3. Bog imzada sonsuz kiimeler teorisinin niceleyicilerin
giderilmesine imkan verdigini gdsterin.
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3.2 Formiiller

Bu boéliimde adim adim formiilleri tanimlayacagiz. .#, bir imza olsun, ve
2, imzas1 .# olan rastgele bir yap: olsun. Bir .#(A) imzasini
olugtururuz. Bu imzada, A kiimesinin her b elemani, bir b degismezi

olarak yer alir, ve b* = b. (Farkl_ vurgulamak istersek, b degismezini, b
olarak yazabiliriz. Bu durumda b* = b.)

3.2.1 Terimler

i1k olarak terimler tanimlanmali.

1. Her k icin,
Tk

degiskeni, .# imzasmin bir terimidir.
2. . imzasindaki her b degigsmezi icin,

b

ifadesi, .# imzasiin bir terimidir.
3. Her m i¢in, .# imzasindaki her m-konumlu f iglem simgesi i¢in,
eger tg, ..., t;m_1, 4 imzasinin terimiyse, o zaman

fto--tm—1

ifadesi, .# imzasimin bir terimidir. (istersek7 m = 0 olabilir. Bu
durumda, f bir degigmezdir, ve ftg---t,n,_1 terimi sadece f
ifadesidir.)

Tabii ki bu tamimda .# imzasinn yerine .#(A) imzasin koyabiliriz. O
zaman t, .# (A) imzasimin bir terimi olsun. Bir n i¢in, ¢ teriminde
bulunan her zj degiskeni i¢in, k& < n varsayalim. Asagidaki tanmima gore,
A kiimesinin n-konumlu bir % islemi vardir. A™ kuvvetindeki her
(ag,...,an—1) veya @ igin,
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b (@) = b*,
fto- tm—1(@) = A (te*(@), ..., tm—17()).
Aligtirma 4. Eger f, iki konumlu bir iglem simgesiyse, cogunlukla

ftoty ifadesinin yerine tq f ¢; ifadesini yazmak isteriz. Bu durumda,
nasil bir sikint1 ¢ikabilir?

3.2.2 Bdliinemeyen formiiller

Bodliinemeyen formiillerin iki gesiti var.
1. tg ve t1, £ imzasimn terimiyse
to="1t
denklemi, .# imzasinin boliinemeyen bir formilidiir.
2. tg, ..., tm_1, & imzasinin m tane terimiyse, ve R, .¢ imzasinin
m-konumlu bir yiiklemiyse,
Rty tm_1
ifadesi, .# imzasinin béliinemeyen bir formiilidir.

Ayrica, ti terimleri n konumluysa,

(to = tl)m = {f e A" tom(f) = tlm f)},
Rto- -ty 1® ={Z € A™: (t,™(),. .., tm_12(Z)) € R*}.
Alsgtirma 5. Eger B, iki konumlu bir baginti simgesiyse, cogunlukla

Btgt, ifadesinin yerine to B t; ifadesini yazmak isteriz. Bu durumda,
sikint1 ¢ikar mi?
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3.2.3 Formiiller

Simdi formiilleri tanimlayabiliriz.

1. Boliinemeyen bir formiil, bir formildiir.

2. Eger ¢ ve ¢ formiil ise, o zaman —, (¢ A1), (¢ V), (¢ — 1),
(p < ), Tzi , ve Vi @, formiildiir.

Bu formiillerin yorumlarini daha 6énce tanimlamigtik. Her ¢ formiiliiniin
serbest degiskenleri, bir sd(¢) kiimesini olugturur:

1. Eger ¢ boliinemeyen ise, sd(¢), ¢ formiiliinde bulunan
degiskenleri igerir.

2. sd(—p) = sd(p).

3. sd(pxv) =sd(p) Usd(¥).

4. sd(3zy ) = sd(p) ~ {zk}.

Eger ¢, #(A) imzasmm formiliiyse, ve sd(¢) C {xo,...,Zn-1}, O
zaman % € Tan"(2).

Alstirma 6. Bu tanima gore, eger B 2-konumlu bir yiiklemse, o
zaman bir serbest degiskenli olan Jx¢ Bzox, formiilii tarafindan
tammlanmig (3wg Brox)® kiimesi, ya A2 kiimesinin, ya da (n > 2
iken) A™ kiimesinin altkiimesi olarak anlagilabilir; ama A kiimesinin
altkiimesi degildir. Bu bir sikint1 midir?

3.2.4 Yapilarda dogruluk

A™ kiimesi, {0,...,n — 1} kilmesinden A kiimesine giden tiim
fonksiyonlarin kiimesi olarak diigiinebilir. Burada n = 0 olabilir, ve bu
durumda, {0,...,n — 1} kiimesi bogtur. Bog kiimeden A kiimesine

sadece bir fonksiyon vardir, ve bu fonksiyon da bog kiimedir. Bog
kiimeyi @ veya 0 olarak yazariz. O zaman

A% = {0}
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olur. {0} kiimesini 1 olarak yazabiliriz. O zaman A° = 1, ve
P(A") = {0,{0}} = {0, 1}.

Daha 6nce dedigimiz gibi, bir climle, serbest degiskeni olmayan bir
formiildiir. o bir ciimleyse, yukaridaki tammlara gore, 0% € Tan" (2A),
onun igin o € {0,1}.

o 0% =1 ise o, A yapisinda dogrudur.
e 0% =0 ise o, A yapisinda yanhstir.

2 yapisinda, o dogruysa
AEo

ifadesi yazilabilir, ve degilse
A¥E o.

I', imzalar1 .# olan bir climleler kiimesi olsun. Eger I" kiimesinin her
elemani 2 yapisinda dogruysa, o zaman 2{, I" kiimesinin bir modelidir,
ve

AET
ifadesi yazilabilir. (Bu kitapta, bundan sonra, F igareti kullamlmaz.)

Eger bir ¢ climlesi, I" kiimesinin her modelinde dogruysa, o zaman I, o
climlesini gerektirir. 7', I' tarafindan gerektirilmis tiim ciimlelerinin
kiimesi olsun. O zaman T, bir ciimle gerektirirse, bu ciimle zaten T’
kiimesindedir. Bu durumda 7', bir teoridir, ve I', T i¢in bir aksiyom
kiimesidir.

Aligtirma 7. (R, +,0) ve (R, -, 1) yapilarim {f, v} imzasinda diigiiniin.
(Yani, bu yapilar sirasiyla 2 ve B ise, o zaman A =R = B, f% = +,
2=, u%=0 veu® = 1.) Tanima gore, nigin

V1 dxg frors =u

climlesi, (R, +,0) yapisinda dogrudur, ama (R, -, 1) yapisinda yanhgtir?
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3.2.5 Teorilere gore denklik

p ve ¥, & imzasmn iki n-konumlu formiilii olsun. Eger

Vag - Va1 (p < 1)

climlesi, imzas1 .# olan her yapida dogruysa, o zaman ¢ ve 1), birbirine
esdeger veya denktir. Ornegin,

o — ¢ denktir —p V 1,
@ <> P denktir (¢ = P) A (¥ — ),
¢ denktir ¢,
—(¢ A1) denktir —p V =), =(¢ V ¢) denktir =p A =),
@ A denktir Y A ¢, @ V1 denktir ¥ V @,
(p ANp) A x denktir o A (x AY), (¢ V)V x denktir p V (x V),
@ A (Vv x) denktir (o A1) V (@ AX),
@V (¥ A x) denktir (o Vih) A (e V X),
Vz ¢ denktir -dz —,
Jz (¢ V ¢) denktir 3z ¢ V Jz 1,
3z ¢ V Ty ¢ denktir Iz Ty (¢ V ),
Iz ¢ A Jy ¢ denktir Iz Jw (o5 A PL);

son satirda, z ile y degiskenleri birbiriyle ayni olabilir, ama z ve w
degiskenleri birbirinden farkhidir, ve ¢ ve 1 formiiliinde bulunmaz; ¥,
o formiiliinde bulunan her x degigkeninin yerine z degigkeni konularak
olusturulur; ¥¥ benzerdir.

dx ve Vx gibi ifadeler, niceleyicidir. Yukaridaki denklikler sayesinde

her formiil, tiim niceleyicilerinin 6niinde bulundugu bir formiile denktir.
Ustelik, her niceleyicisiz formiil,

SDO\/'.'\/SOnfl
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seklindeki bir formiile denktir, 6yle ki her ; formiilii,

Yo N AN

seklindeki bir formiile denktir, &yle ki her v; formiilii, ya boliinemeyen
bir formiil, ya da onun degillemesidir. Boyle bir niceleyicisiz formiil,
tikel-evetlemeli normal bi¢gimdedir.

wo A+ A @p_1 seklinde bir formiil, tiimel-evetlemeli bir formiildiir.
Yo V- -V Ymy,_1 seklinde bir formiil, tikel-evetlemeli bir formiildiir.
Boliinemeyen bir formiil, ve onun degillemesi, harfi bir formiildiir.

Eger T, .# imzasinda bir teoriyse, ve
Vag - Van—1 (@ < ¥)

ciimlesi, T" teorisinin her modelinde dogruysa, o zaman ¢ ve ¢, T
teorisine gore birbirine esdeger veya denktir.

# imzasimin en az bir degismezi olsun. Eger T teorisine gore, her ¢
formiilii, serbest degiskenleri ayni olan bir formiile denk ise, o zaman T,
niceleyicilerin giderilmesine imkén verir. Eger .¢# imzasinin
degismezi yoksa, bu tanimda bir degiglik yapmaliyiz: ¢, climle olmamali.

Alistirma 8. Niceleyicilerin giderilmesi i¢in iki tane tanimimiz vardir.
Bu tanimlarin birbirine denk oldugunu gosterin.

Teorem 2. (a) Imzasimn en az bir degismezi olan T teorisine gore, 1;
formiillerinin harfi oldugu her

E|$ (wOA"'A¢n—1)

formiilii, serbest degiskenleri ayni olan bir formile denk ise, o zaman T,
niceleyicilerin giderilmesine imkdn verir.

(b) Imzasinan bir degismezi olmayan T teorisine gére, 1; formiillerinin
harfi oldugu ve ciimle olmayan her

Jo (Yo A Abpoi)

formiilii, serbest degiskenleri ayni olan bir formiile denk ise, o zaman T,
niceleyicilerin giderilmesine imkdan verir.



24 Modeller Kuramina Girig

Aligtirma g. Son teoremi kanitlayin.

3.3 Ucgsuz yogun dogrusal siralamalar

Dogrusal siralamalar teorisini
T

olarak yazalim. Bu teorinin aksiyomlari, agsagidaki ctimlelerdir.

Vo =(z < x), [yansimasiz|
Ve VyVz (x <yAhy<z—x<z), [gecismeli]
VeVy (e <yVz=yVy<z). [baglantili]

Bu teorinin imzasi {<} kiimesidir. Bu imzanin terimleri, sadece
degigkenlerdir. Bu imzanim boliinemeyen formiilleri, x = y veya = < y
seklindedir. (Burada <zy formiiliiniin yerine z < y ifadesini yazariz.)

Ugsuz yogun dogrusal siralamalar teorisini
TZ

olarak yazalim. Bu teorinin aksiyomlari, T teorisinin aksiyomlariyla
agagidaki ciimlelerdir.

Vedy Iz (y <z Az < z), [ugsuz]
VeVydz (z<y—z<zAz<y). [yogun]

TZ teorisinin niceleyicilerin giderilmesine imkéan verdigini ispatlayacagiz.
Ispatim fikri, agsagidaki denkliklerdedir. T teorisine gore,

—(z <y) denktir x =y Vy < z,
Jz (x < 2z Az < y) denktir z < y.

Teorem 3. T teorisinin niceleyicilerin giderilmesine imkdn verir.
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Kamit. ¢, (n+ 2)-konumlu niceleyicisiz bir formiil olsun. 3,1 ¢
formiiliiniin niceleyicisini gidermek istiyoruz. I, T teorisinin bir modeli
olsun, ve

(ag, .- an) € (g1 @)
olsun. O zaman A kiimesindeki bir a,; igin,
(ags - - - ans1) € 2.
Her i ile j i¢in, 7 < j < n ise, v;; formiild,

e x; < x; olsun, eger a; < aj ise;
e 1; = x; olsun, eger a; = a; ise;
e z; < x; olsun, eger a; < a; ise.

Simdi
N i
i<j<n
tiimel-evetlemesine bakalim. Bu formiile, (ao, ..., a,) listesinin

siralama tipi denebilir. Bu sekilde elde edilebilecek formiillerin sayisi
sonludur. O formiillerin sayisi, M olsun, ve o formiiller, 1 < M iken 6,
olsun. O zaman 17 teorisine gére

Jxyp41 @ denktir \/ 0;. (1)
i<M

denkligini gosterecegiz. (M = 0 durumunda \/,_,, 0;,
xog £ a0 V-V, # x, formili olarak tammlanir.)

B, TZ teorisinin bir modeli olsun. Eger
(boy- -y bn) € (i1 )

ise, o zaman #; formiillerinin tamimindan bir j igin,

(bo, - .. bn) € 6;%,
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dolayisiyla
B
(boy .. bn) € (\/ 9¢) .
i<M
Tam tersine, bir j igin, (bg,...,b,) € Hj% varsayalim. 6; formiiliiniin

tammina gore, T teorisinin, A kiimesinin a; elemanlar igin

(agy .-+, any1) € 9%, (agy ..., an) Eﬂjm

i¢indeliklerinin oldugu 2 modeli vardir. (bo,...,b,) ve (ag,...,an)
listelerinin siralama tipleri, birbiriyle aymdir. B kiimesindeki bir b, 41
igin

(b07"'abn+1)’ (0’07"'7a7‘b+1)

listelerin siralama tiplerinin birbiriyle ayni oldugunu gosterecegiz. O
zaman kanitimiz tamamlanmig olacak.

Simdi, bir ¢ ile j igin, ¢ # j ama a; = a; mimkiindir. {ag,...,a,}
kiimesinin eleman sayisi, m + 1 olsun. Indisleri degigtirdikten sonra,

{ag,...,an} ={ao,...,am}, ap <+ < Gm
varsayabiliriz. O zaman

1) ya any1 < ag,

2) ya am < Gny1,

3) ya bir 4 igin, i < m ve a; < any1 < Qiy1,
4) ya da, bir i igin, i < m ve ap41 = a;.

B yapisinin T2 teorisinin bir modeli olmasi sayesinde, sirasiyla B
kiimesinde

1) ya bpi1 < bo,

2) ya bm < bn-{—la

3) va aymi i icin, b; < bpi1 < bit1,
4) ya da, aym @ igin, b,41 = b;
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kosulunun saglandig1 bir b,, vardir. O zaman (b, ..., b,11) € T,
dolasiyiyla

(bos -, bn) € Bnir @)™,
Oyleyse (1) satirmdaki denklik dogrudur. O
Alistirma 10. Kag tane n-konumlu siralama tipi vardir?
Alstirma 11.

a) TZ teorisine goére her climlenin, ya 3z z = x ya da Ve = #
ciimlesiye denk oldugunu gdosterin.

b) T% teorisinin bog olmayan modellerinin teorisine gore her
climlenin, ya Vx x = z, ya da dx x # x climlesiye denk oldugunu
gosterin.



4 Tamhk

2, imzas1 £ olan bir yapi olsun. .# imzasimin 2 yapisindaki tiim dogru
ctimlelerin kiimesi, 2 yapisinin teorisidir. Bu tanim, teorilerin
yukaridaki tanimina uyar; bir yapinin teorisi, bir teoridir.

T, imzas1 .# olan bir teori olsun. Eger .# imzasindaki her o climlesi i¢in
T, ya o ya da —o ciimlesini gerektirirse, o zaman 7', tam bir teoridir.
Ozellikle, bir yapimin teorisi, tam bir teoridir.

Ornegin, (N, +,-) yapisinin tam teorisi vardir. Fakat Gédel’in Eksiklik
Teoremine gore, bu teori i¢in bir aksiyom kiimesi yazilamaz: bu teorinin
aksiyomlarmi yazmak icin, hi¢ bir kural yoktur. Ote yandan, eger K
sonlu bir cisim ise, T} teorisinin aksiyom kiimesi sonsuzdur, ama bu
aksiyomlar:1 yazabiliriz: bu teorinin aksiyomlarini yazmak icin, bir kural
vardir.

Teorem 4. Her K cismi igin, Ty teorisi tamdar.

Kanit. T} teorisine gore, imzasindaki her climle, niceleyicisiz bir
climleye denktir, ve o zaman T}, teorisine gére ya 0 =0 ya da 0 # 0
climlesine denktir (sayfa 29’daki Aligtirma 12’ye bakin). O

Iki yapmin teorileri birbiriyle ayniysa, o yapilar, birbirine temelce
denktir. Ornegin, Q cismi iistiindeki dogrusal uzaylar olarak, Q ve R
uzaylari, birbirine temelce denktir, ¢iinkii bu iki yapi, T teorisinin
modelidir, ve bu teori, tamdir.

Teorem 5. T teorisinin bos olmayan modellerinin teorisi tamdar.
Yani, aksiyomlar:

o T2 teorisinin aksiyomlar: ve

28
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e dr x = x climlesi

olan teori, tamdar.

Kamit. Bu teori, T' olsun. Bunun imzasiin degismezi yok; ama 1%
teorisine gore, her o ciimlesi i¢in, o A xg = x formiilii, serbest degismezi
o olan niceleyicisiz bir formiile denktir. Oyle bir formiil, ya zo = z ya
da xg # xg formiiliine denktir. Sirasiyla T', ya o ya da —o climlesini
gerektirir. O

Algtirma 12. T} teorisine gére, imzasimin niceleyicisiz her climlenin,
va 0 =0 ya da 0 # 0 climlesine denk oldugunu goésterin.

Alstirma 13. Bog imzada sonsuz kiimeler teorisinin tam oldugunu
gosterin.
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Imzalar .# olan 2 ile 9B, iki yap1 olsun, ve h, A kiimesinden B
kiimesine birebir 6rten bir géonderme olsun. .# imzasindaki her S icin,

1) S bir degismezse,
h(S™) = S%;

2) S, n-konumlu bir iglem simgesiyse, A™ kuvvetindeki her ¢ igin,
h(S*(co,. -y en1)) = S®(h(co),- .., hlca1));
3) S, n-konumlu bir yiiklemse, A™ kuvvetindeki her ¢ igin,
(cos- -y cn_1) € S* ancak ve ancak (h(cp),...,h(c,_1)) € ST

kogullarini varsayalim. O zaman h, 20 yapisindan 95 yapisina giden bir
esyapl doniisiimii veya izomorfizimdir.

Bir gruplar izomorfizmi, modeller kuramina gére de bir izomorfizimdir.
Ornegin, n € N olsun. Sayilar teorisinden,

ejer a =b ve c=d (mod n), o zaman a+ ¢ =b+d (mod n).
7 kiimesindeki her k icin,
k={rxe€Z:x=k (modn)}

olsun. Ondan sonra,
Z/(n)={z: z €}

olsun. Sayilar teorisinden yukaridaki teoreme gore, Z/(n) kiimesinin

T+y=x+y

30
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esitligini saglayan + iglemi vardir. Ancak, {0,...,n — 1} kiimesinin
{x—i—y, eger x +y < n ise,
rDy =
r+y—n, egern<z+yise

kosullarini saglayan @ iglemi vardir. x — & gondermesi,
({0,...,n — 1}, @} yapisindan (Z/(n),+) yapisina bir izomorfizimdir.

Ayrica, B = {(z,y) € Z?: y < z} olsun. O zaman z — —z géndermesi,
(Z, <) yapisindan (Z, B) yapisina bir izomorfizimdir.

Teorem 6. Izomorf yapilar, temelce denktir.
Kamit. Bu teorem bariz ise de, bir kanit1 vardir. 2 ile 9B, imzalar1 .

olan iki yap1 olsun, ve h, 2 yapisindan 98 yapisina giden bir izomorfizim
olsun. .# imzasimin her ¢ formiili i¢in,

hlp¥] = o® ()
esitligini kamitlayacagiz. Burada ¢® C A" ise
hlp™] = {n(@): @ € ¢}
:{( ( ) 7h(a'n—1)): (a07-~-aan—l) EQDQL}

olur. Ilk olarak, her n icin, .# imzasimin her n-konumlu ¢ terimi ve A™
kuvvetindeki her @ igin,

h(t™(@)) = t* (h(a)) ()

esitligini kanitlayacagiz. ¢ bir degisken veya degismezse, esitlik
dogrudur. f, m-konumlu bir iglem simgesi olsun, ve k < m kogulunu
saglayan her k igin, eger t, ¢, ise, (f) satirindaki egitligin dogru
oldugunu varsayalim. O zaman

h(fto- - tm-1™(@) = h(f*(t™(@), ..., t5,_1(a)))
= [E(h(t™ (@), ..., h(tm-1(@)))
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= 2B (W(@)), - s tm1 D (h(@)))
= (fto- - tm_1)® (h(d)).

Oyleyse t, fto---tm_1 iken (f) satiridaki esitlik dogrudur. Dolayisiyla
(f) satirindaki e§1thk her durumda dogrudur.

Simdi () satirdaki egitligini kanitlayabiliriz. .# imzasimin tiim
n-konumlu ¢ ve t; terimleri igin,

= {n@): d e A" &tp™(a@) = 1,™(a@)}
= {h(@): @ € A™ & h(to™( )) h(t,*(@))} [ birebirdir]|
= {n(a ) e A" &to® (h(@)) = t.®(h(@)} (1))
= {b € B": A" kuvvetinden bir @ igin,

h(@) = b& to™ (5) = 12 ® (b))
={be B": t,2(b) = t:2(b)} [h értendir]
=ty =1t;"

Bengzer gekilde, S m-konumlu bir yiiklem ise, o zaman
h[Sto - tm—17]
= {W@): @€ A" & (to™(@), ..., tm_12(d@)) € S¥}
= {h(@): @ c A" & (h(to™(@)),. .., h(ty,m_12(a))) € S}
= {h(@): @€ A" & (te® (h(@)), ..., tm_17 (h(@))) € ST}
={be B": (tc,B(),. .., tm12 (b)) € ST}
= (St - "tm—l)%

olur. Bu sekilde, .# imzasinin her boliinemeyen ¢ formiilii igin, (*)
satirindaki egitlik dogrudur. Eger ¢, ¥ ile x iken dogruysa, o zaman ¢,
—p ile ¥ V x iken dogrudur, ¢iinkii A fonksiyonunun birebir ve orten
olmasi sayesinde

h[=p*] = h[A" \ ] = B" N h[p¥] = B* N\ % = ),
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hl v x™] =A™ Ux™] = A[p* U RN = 9P Ux® =9 v x®.
Benzer sekilde
h[3z; ) = Rl [W*)] = 7 R[] = 7P [®] = Ty, 9P,

Dolayisiyla (*) satirindaki esitlik her durumda dogrudur. O

Bazi izomorfizimler, ileri geri yontemiyle insa edilebilir. Bu yontemin
iki 6rnegini verecegiz.

5.1 Ucsuz yogun dogrusal siralamalar

Teorem 7. T teorisinin tim bos olmayan saylabilen modelleri,
birbirine izomorftur.

Kamt. (A, <) ile (B, <), T% teorisinin iki bog olmayan sayilabilen
modeli olsun. (A, <) siralanmig kiimesinden (B, <) siralanmig kiimesine
bir f izomorfizmini inga edecegiz.

A ={ag,: n € w}, B ={bsyy1: n € w}

esitliklerini varsayabiliriz. Her n igin, B kiimesinin bir by,, elemanini ve
A kiimesinin bir ag,41 elemanim segecegiz 6yle ki {(an,b,): n € w}
istedigimiz izomorfizim olacak.

Bir n igin, her 7 ile j i¢in, i < j < 2n ise
a; < a; ancak ve ancak b; < b;

kogulunu saglayan a;, a;, b;, ve b; secilmis olsun. Yani, (a;: i < 2n) ve
(b;: i < 2n) listelerinin siralama tipleri birbiriyle aym varsayilsin. O
zaman Teorem g’iin kamtindaki gibi (a;: i < 2n + 2) ile (b;: i < 2n + 2)
listelerinin siralama tiplerinin birbiriyle ayni oldugu be,, ile asp41
secilebilir. O
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Aligtirma 14. {1, <} imzasinda T', aksiyomlar1 T« teorisinin
aksiyomlariyla

Vrl< e,
Ve JyVz (x <yA(z<zVy<2),
VedyVz(l<z— (y<azA(z<yVae<z))

ciimleleri olan teori olsun. T teorisinin tiim sayilabilen modelleri
birbirine izomorf mudur?

5.2 Cebirsel kapali cisimler

Cisimler teorisini
T

olarak yazalim. Onun aksiyomlar1 agagidaki climlelerdir.

1. Degismeli grup aksiyomlar: (yukaridaki gibi).
2. {-,1} imzasindaki degismeli monoid aksiyomlari, yani

VeVyz-y=y-a,
VeVyVza-(y-2)=(x-y)- 2

Vel -x=uz.
3. Dagilma aksiyomu:
VeVyVza - (y+z2)=z-y+x-z
4. Carpmaya gore tersler bulunur:
Vedy(x#0—z-y=1).
Cebirsel kapali cisimler teorisini

T*
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olarak yazalim. Onun aksiyomlari, 7, teorisinin aksiyomlariyla, N
kiimesinden her n i¢in,

Voo - Vop_1 o+ Y+ FTp1 -y +y" =0
ciimlesidir.
Teorem 8. Tim aym karakteristikli, saylabilir sonsuz askinlk tabanl

cebirsel kapaly cisimler birbirine izomorftur.

Kamit. A ile B, ayn1 karakteristikli, sayilabilir sonsuz agkinlik tabanh
cebirsel kapali cisimler olsun.

A ={as,: n € w}, B = {bypy1: n € w}

egitliklerini varsayabiliriz. Her n i¢in, B kiimesinin bir be,, elemanini ve
A kiimesinin bir ag,11 elemanim sececegiz dyle ki {(an,byn): n € w}
istedigimiz izomorfizim olacak.

2 ile B cisimlerinin aymi F asal cismine sahip oldugu varsayilabilir. Bir
n i¢in, ¢ < 2n kogulunu saglayan her ¢ icin

Jon(a;) = b;

kogulunun saglayan fo,, F(a;: ¢ < 2n) cisminden F(b;: ¢ < 2n) cismine
bir izomorfizim olsun.

1. Eger agy, F(a;: i < 2n) cismi lizerinde cebirselse,
cotecr X+ +opg - X+ XE
polinomu, as, elemaninin minimal polinomu olsun. O zaman
fon(co) + fonler) - X 4+ + fon(cp—1) - XF 1+ X*

polinomunun ‘B cisminde bir ¢éziimi vardir, buna bs,, diyelim.
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2. F(b;: i < 2n) cismi, F cisminin sonlu bir geniglemesidir; dolayisiyla
B, F(b;: i < 2n) cismi lizerinde cebirsel degildir. Eger as,, F(a;: i < 2n)
cismi tizerinde agkinsa, B cisminin F(b;: i < 2n) cismi lizerinde agkin
bir bs,, elemanimi segebiliriz.

Her durumda, F(ay: k < 2n + 1) cisminden F(b;: k < 2n + 1) cismine
fant1(azn) = ban ve fa, € fony1 kosullarmi saglayan bir fo, 11
izomorfizmi yazmig olduk. Benzer gekilde F(ay: k < 2(n + 1)) cisminden
F(by: k < 2(n+ 1)) cismine bir f5(,,41) izomorfizmi vardr. O

Alstirma 15. K sonlu bir cisim iken, T} teorisinin tiim sayilabilen
modellerinin birbirine izomorf oldugunu gosterin. Ileri geri yéntemi
burada yararli mi?



6 Gommeler

Imzalar1 .# olan ve A C B kapsamasi saglayan 2 ile 9B, iki yap1 olsun,
ve . imzasindaki her S igin

1) S degismez ise S = ST,

2) S n-konumlu iglem simgesiyse S* = S® | A",

3) S n-konumlu yiiklem ise S% = ST N A"

kosullarinin oldugunu varsayalim. O zaman 2, 28 yapisinin bir
altyapisidir. Ornegin (Z, +), (Q,+) yapisinin bir altyapisidir, ama
({0,...,n—1},®), (Z,+) yapisinin altyapisi degildir.

2, 9B yapisinin bir altyapisi olsun; €, imzas1 ayni olan bir yap1 olsun; ve
h, € yapisindan 2 yapisina bir izomorfizim olsun. O zaman h, C
kiimesinden B kiimesine giden bir fonksiyon olarak, € yapisinin 8
yapisina bir gdmmesidir.

Ornegin M, girdilerinin R cisminden geldigi 2 x 2 matrisler halkas

olsun. O zaman
z+y-im (Y
Y —y oz

gondermesi, C cisminin 9t halkasiina bir gdmmesidir.

Teorem g. 2 ile B, imzalart £ olan iki yapr olsun, ve h, A
kiimesinden B kiimesine giden bir fonksiyon olsun. O zaman h,
yaprsian B yapisina bir gommesidir ancak ve ancak her n igin, &
imzaswnin her n-konumlu niceleyicisiz ¢ formili igin,

hlp®] = ¢® NhA"),
yani A™ kuvvetindeki her a i¢in

@€ o™ ancak ve ancak h(a@) € ©®.
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Ozellikle eger h bir gommeyse, I imzasimn her niceleyicisiz o ciimlesi
i¢in, o, A yaprsinda dogrudur ancak ve ancak B yapisinda da dogrudur.

Ahstirma 16. Bu teoremi kanitlayin.

Teoremle 4 ve 5, agagidaki teoremin 6zel durumudur.

Teorem 10. .7, bir imza; A, imzast & olan bir yapi; ve T, I
imzaswman bir teorisi olsun. T tamdir, ejer

(a) T, niceleyicilerin giderilmesine imkan verirse,
(b) A, T teorisinin tiim modellerine gomerse, ve
(c) A kiimesi, bos degilse.

Alstirma 17. Bu teoremi kanitlaym.

Eger h, imzas1 .# olan 2| yapisinin 8 yapisina bir gdmmesiyse, ve ayrica
# imzasmin her ¢ formiili i¢in

hlp®] = P n A"
olursa, o zaman h temel bir gémmedir.

Teorem 11. Eger T, niceleyicilerin giderilmesine imkdan verirse, o
zaman T teorisinin modellerinin birbirine tim gommeleri temeldir, yani
A ile B, T teorisinin modeliyse, ve h, A yapisinin B yapisina bir
gommesiyse, o zaman h, temel bir gémmedir.

Aligtirma 18. Bu teoremi kanitlayin.
Alstirma 19.
a) {1, f} imzasmn Ty teorisinin aksiyomlari,
Vo Vy (fz = fy -z =y),
Ve Jy (z =1V fy = 2x),
Vo fo #1

ciimleleri olsun. T} teorisinin niceleyicilerin giderilmesine imkan
verdigini gosterin. Ty teorisinin modellerinin tiim gémmelerinin
temel oldugu sonucu ¢ikarin.
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b) {f} imzasinin T teorisinin aksiyomlari,

Vo Vy (fr = fy —x=y),
Ve Jy (z =2V fy=2x),
dzVr fo # 2

ciimleleri olsun. T teorisinin modellerinin temel olmayan bir
gébmmesini bulun.

¢) {1, B} imzasmin 75 teorisinin aksiyomlari,

Ve dy z By,
VeVyVz(x ByAz Bz—y=2z2),
VeVyVz (x BzAyBz—x=y),

Ve Jy (x =1Vy B x),

Vo =(z B 1)

climleleri olsun. 75 teorisinin niceleyicilerin giderilmesine imkan

vermedigini gosterin. (Sayfa 40’ta Aligtirma 22’ye bakin.)

Imzalar1 .# olan 2 ile B, iki yap1 olsun, ve A kiimesindeki her a icin, B

kiimesinin bir b, elemam segilsin. Agagidaki kurallarla, imzas1 .# (A)
olan bir € yapis1 tanimliyoruz:

e C' =B,
e .7 imzasindaki her S icin, S¢ = S%,
e A kiimesindeki her a icin, a® = b,.

¢ yapisy, B yapisinin ¥ (A) imzasina bir agilimidir. 2 yapisinin

diyagrami, .#(A) imzasinin 2 yapisinda dogru olan tiim niceleyicisiz

climlelerin kiimesidir.

Teorem 12. Imzalart & olan A ile B, iki yapr olsun. A yaprsinn B

yapisina bir gémmesi vardir ancak ve ancak B yaprsinin S (A)

imzasina A yapisiman diyagramiman bir modeli olan bir acilima vardar.
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Ahsgtirma 20. Bu teoremi kanitlayin.

Teorem 13. T bir teori olsun. O zaman T teorisinin modellerinin tim
gommeleri temeldir ancak ve ancak T teorisinin her 2 modeli i¢in, T
teorisinin ve A yapisiman diyagramanin ctimleleri tam bir teorinin
aksiyomlaridar.

Alstirma 21. Bu teoremi kanitlaym.

Aligtirma 22. Teorem 11’in tersinin yanhg oldugunu gosterin. Mesela,
Algtirma 19’daki 75 teorisinin modellerinin tiim gémmelerinin temel
oldugunu gosterebilirsiniz.



7 Tikizhk

Onsav. .Z, bir imza olsun; T, .% imzasinda bir ciimleler kiimesi olsun,
ve o, & imzasinn bir ciimlesi olsun. I’ kiimesinin her sonlu
altkimesinin bir modeli varsa, ya T'U {c} kimesinin, ya da T'U {-0}
kiimesinin her sonlu altkiimesinin bir modeli vardur.

Aligtirma 23. Bu 6nsavi kanitlaymn.

Bu sonugla, T" kiimesinin modelinin var oldugu ispatlanir. Bu teoreme
Tikizlik Teoremi denir. Biz, 6zel bir durumu ispatlayacagiz.

Teorem 14 (Tikizlik). Imzasi sayplabilen olan T ciimleler kiimesi icin,
eger, her n i¢in, I' kiimesinin her sonlu altkimesin n boyundan daha
biiyiik modeli varsa, o zaman T kiimesinin saylabilen sonsuz bir modeli
vardar.

Kanat. T kiimesinin imzas1 & olsun; w kiimesindeki her n igin, a,, yeni
bir degismez olsun;

To=TU{am #a,: m<n<w}

olsun; ve .# U {a,: n € w} imzasmmn tiim ciimlelerinin kiimesi,
{on: n € w} olsun. Her n igin, I',, kilmesini tanimlayacagz.

I',, kiimesinin tanmimlandigini varsayalim, ve o kiimenin her sonlu
altkiimesinin bir modeli var olsun. Eger I' U {0}, } kiimesinin de her
sonlu altkiimesinin bir modeli varsa, o zaman o}, climlesi, ,, olsun.
Oteki durumda, o} ciimlesi, -0, olsun.
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Eger o ciimlesi, 3z ¢(z) bi¢iminde degilse, o zaman I',,1; =T, U {o}}
olsun. Oteki durumda a, degigmezinin I' U {¢7 } kiimesinde bulunmadigi
kosulunu saglayan ¢ sayilarindan en kii¢iigi, k£ olsun, ve

LnyaU{on} U{p(ar)}

olsun.

Simdi T = Unew I'n olsun. Bu kiime, .# U {a,: n € w} imzasmin tam
bir teoridir. Bu olguyu kullanarak imzasi .# olan bir 2 yapisim
tamimlayacagiz. A, {a,: n € w} kiimesi olacak. S, .# imzasinn bir
elemani olsun.

1. Eger S bir degismezse, o zaman 3z z = S ciimlesi T’ teorisinde
bulunur, dolayisiyla bir (ve sadece bir) k igin ar, = S esitligi de T’
teorisinde bulunur. Simdi S, a;, olarak tanimlanabilir.

2. Eger S bir n-konumlu iglem simgesiyse, ve b € A" ise, o zaman bir
(ve sadece bir) k igin, Sbg - -b,—1 = ay, esitligi T’ kiimesinde bulunur, ve
S2(b), ay, olarak tanimlanir.

3. Eger S bir n-konumlu yiiklemse, o zaman S*, A” kuvvetinin 6yle b

elemanlarimin kiimesi olarak tanimlanir ki Sbg - --b,,_1 climlesi I'
teorisinde bulunur.

O zaman 2, ' kiimesinin bir modelidir. O

Aligtirma 24. Tikizlik Teoreminin kanitinda 2 yapisinin I' kiimesinin
bir modeli oldugunu gosterin.

7.1 Tamhk

Tikizlik Teoremi, Teorem 5 icin, yeni bir kanit saglar. T2 teorisinin tam
olmadigini varsayalim. O zaman bir o ctimlesi i¢in, hem T U {-o} hem
T% U{o} kiimesinin modelleri vardir. Yukaridaki ispata gore, bu
modeller sayilabilen olabilir. Bu durumda, bu modeller birbirine
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izomorftur. Ancak izomorf yapilarda, ayni ctimleler dogrudur. Bu bir
geligkidir. O zaman 77 tamdir.

T teorisi, tam degildir, c¢iinkii ne 1 +1 # 0 climlesinine 1 +1 =0
climlesini gerektirir. Ancak p, ya asal bir say1 ya da 0 olsun, ve

T*

p )
karakteristikleri p olan cebirsel kapali cisimler teorisi olsun.

Teorem 15. T teorisi tamdur.

Kamt. T; tam olmasm, ve hem T, U {—=o} hem T, U {0} kiimelerinin
modelleri olsun. 2, Ty U {=c} kiimesinin bir modeli olsun. Simdi her n
i¢in, ¢,, yeni bir degismez olsun. Ondan sonra, her n igin, I';,, tiim

f(C(),...,Cnfl)?éO

formiillerinin kiimesi olsun, 6yle ki f, katsayilar1 Z kiimesinden olan, 0
olmayan bir polinomdur. I = ( J,,c,, I'n olsun. Eger A, T" kiimesinin
sonlu bir altkiimesiyse, o zaman 2 yapisim, T U A kiimesinin modeli
olan bir B agilimin olusturacagiz. A kiimesi sonlu oldugundan bir M
i¢in, A kiimesinde her f(co,...,cn—1) # 0 formiili igin, n < M olur, ve
o zaman B kiimesinde

F(eo®, - en 1) £0
kosullarini saglayan ¢, elemanlarini secebiliriz.

Tikizhk Teoremine gore, T, U {—o} U T kiimesinin sayilabilen bir ¢
modeli vardir. Benzer sekilde, 77 U {0} UT kiimesinin sayilabilen bir ©
modeli vardir. O zaman Teorem 8’e goére, cisimler olarak, € ile ©
izomorftur; Teorem 6’ya gore, bu cisimler birbirine temelce denktir. Bu
bir geligkidir, ¢linkii o, € yapisinda yanlsg, ® yapisinda dogrudur. O

Mesela T§ teorisi, (C,+, —, -,0,1) cisminin teorisidir.
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Tt <, siralanmig cisimler teorisi olsun. Onun aksiyomlari, T, ve T«
teorilerinin aksiyomlariyla

VeVy (0<zA0<y—=0<z+yA0<z-y).

cliimlesidir.

T7 -, gergel kapali siralanmig cisimler teorisi olsun. Onun aksiyomlars,
1. < teorisinin aksiyomlariyla,

Vo Jy (0 <z —y* =1)
ve, her n igin,
2n+1 — 0

Vro Vo, Wy ao+ a1 y+o 4 300y Hy

Teorem 16. 17 _ teorisi, tamdur; 6zellikle, (R,+,—, -,0,1,<)
siralanmag cisminin teorisidir.

Bu teorem, Teorem 15 gibi kanitlanamaz; onu kanitlamayacagiz.

7.2 Niceleyicilerin giderilmesi

Imzas1 .# olan B, bir yap1 olsun, ve (ag, ..., a,_1) veya @, B kiimesinin
elemanlarimin sonlu bir listesi olsun. O zaman 9 yapisinin Gyle bir 24
altyapis1 vardir ki B kiimesinin her b elemani igin, b € A ancak ve ancak
# imzasmin n-konumlu bir ¢ terimi igin,

b=t%(a).
2 yapisi, B yapisinin sonlu tiretecli bir altyapisidir. Bu altyapi,
(@)

olarak yazilabilir.



7 Tikizlik 45

Teorem 17. Bir T teorisi niceleyicilerin giderilmesine imkdn verir
ancak ve ancak T teorisinin her B modeli i¢in, B yapisinin sonlu
tiretecli, bos olmayan her A altyapist i¢in, T teorisinin ve A yapisinin
diyagramanan birlesimi, tam bir teori icin bir aksiyom kiumesidir.

Kanit. T, niceleyicilerin giderilmesine imkan versin. 8 yapisinin, T'
teorisinin bir modeli oldugunu varsayalim, ve (@) veya 2, B yapisinin
bog olmayan bir altyapisi olsun. O zaman .#(A) imzasinin her ciimlesi,
2A yapisimin diyagramina gore, ¢ formiiliiniin imzasinin ¢ oldugu bir
(@) formiiliine denktir. Ayrica o, T teorisine gore, niceleyicisiz bir 1)
formiiliine denktir. (@) ciimlesinin B yapisinda dogru oldugunu
varsayalim. Teorem g’a gore (@), 2 yapisimn diyagraminin bir
elemamdir; ve T teorisine gore, (@) ile (@), birbirine denktir. O
zaman T ile 2 yapisinin diyagrami, ¢(@) climlesini gerektirir.

Tam tersine T teorisinin her B modeli i¢in, B yapisinin sonlu iiretecli,
bos olmayan her 2 altyapisi i¢in, 7" teorisinin ve 2l yapisinin
diyagraminin birlegiminin, tam bir teori i¢in bir aksiyom kiimesi
oldugunu varsayalim. ¢(Z,y), .# imzasinin niceleyicisiz bir formiili
olsun. B yapisinin 7' teorisinin bir modeli oldugunu varsayalim, ve B™
kuvvetindeki bir @ i¢in, Jy ¢(d,y) climlesi, B yapisinda dogru olsun.
2A = (@) olsun. Varsayimimiz sayesinde 7' teorisinin ve 2[ yapisinin
diyagraminin birlegimi, Jy ¢(d, y) ciimlesini gerektirir. Tikizlik Teoremi
sayesinde 2 yapisinin diyagraminin sonlu bir A altkiimesi igin, TU A
kiimesi, Jy ¢(d, y) climlesini gerektirir. A = {¢o(@), ..., Ym-1(a)}
olsun, ve 1, \/,_,, ¥; olsun. O zaman (@) € A olur. Yeni bir ¢
degigmez listesi icin T,

$(€) = Fy »(Cy)

ciimlesini gerektirir.

T, 6yle ¢(¢) formiillerinin kiimesi olsun ki 4, .# imzasimin niceleyicisiz
bir formiilii olsun ve T', ¥(é) — Jy (&, y) climlesini gerektirsin. O
zaman

TU{=¢(@):¢(¢) e 'YU{3y (¢ y)}
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kiimesinin hi¢ bir modeli yoktur. Tikizlik Teoremi sayesinde I"
kiimesinin sonlu bir {¢(€), ..., ¥mn-1(¢)} altkiimesi i¢in

TU{~0(0),..., " m-1(6)} U{Fy ¢(¢,y)}

kiimesin modeli yoktur. T" teorisine gore, 3y (&, y) ile \/,_,,, ¥i(Z)
formiilleri, birbirine denktir. O

Teorem 18. T} teorisi, niceleyicilerin giderilmesine imkdan verir.
Alstirma 25. Teoremi kanitlaymn.

Algtirma 26. (C,+,—, - ) yapisinda R kiimesinin tanimlanamadigimi
gosterin. (Sayfa 13’teki Aligtirma 2 ile kargilagtirin.)

Teorem 19. T7 _ teorisi, niceleyicilerin giderilmesine imkan verir.

Teorem 16 gibi, bu teoremi de kanitlamayacagiz.

Aligtirma 27. (R, +,—, -, <) yapisinda Z kiimesinin
tanimlanamadigini1 gosterin.
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Dizin

A

acilim, bkz. yapi

aksiyom kiimesi, bkz. teori
altyapi, bkz. yapi

B
bagl, bkz. degisken
baginti, 6, 7

— simgesi, bkz. simge
bilesim, bkz. Boole
Boole

— bilesimi, 11

— iglemi, 11
boliinemeyen, bkz. formiil

C

ciimle, bkz. formiil

C

¢Oztimler kiimesi, 8

D

degilleme, bkz. formiil
degisken, bkz. simge
degismez, bkz. simge
denk, bkz. formiil
denklem, bkz. formiil
diyagram, bkz. teori
dogru, bkz. climle

E

eleman, 6

esdeger, bkz. formiil
esyap1 doniigimii, 30

F
formiil, 8, 20
boliinemeyen —, 19
ciimle, 7, 8, 21
yapida dogru —, 7, 21
yapida yanhs —, 7, 21
degilleme, 10
denklem, 8
egdeger veya denk —ler, 22
harfi, 23
igerme, 10
karsilikli-kogulluklu —, 10
tikel-evetleme, 10
tikel-evetlemeli —, 23
tikel-evetlemeli normal
bigim, 23
tiimel-evetleme, 10
tliimel-evetlemeli —, 23

G

gerektirmek, 21

gomme, 37
temel —, 38
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H
harfi, bkz. formil

1

igerme, bkz. formiil

ileri geri yontem, 33

imza, 7

iglem, 6, 7
— simgesi, bkz. simge
Boole —i, 11

izomorfizim, 30

K

karsilikli-kogulluklu, bkz. formiil
konum, 7, 9

koordinat izdiigtimii, 11

M
model, bkz. yapi
—Iler kurami, 6

N
niceleyici, 22

—Ilerin giderilmesi, 14, 23
normal, bkz. formiil

S
serbest, bkz. degisken
simge, 7
baginti—si, g
degigken
bagh —, g
—in tikel nicelemesi, 11
—in tiimel nicelemesi, 11
serbest —, 8, 9, 20
degismez, g

islem —si, g
sonlu iiretecli, bkz. yapi
siralama tipi, 25

T
tam, bkz. teori
tamimlamak, 8, g
tanimlanabilmek, 10
temel, bkz. gbmme
temelce, bkz. yap1
teori, 7, 21
aksiyom kiimesi, 21
diyagram, 39
tam —, 28
yapinin —si, 28
—vye gore egdeger veya
denk, 23
terim, 18
tikel, bkz. formiil; degisken
Tikizlik Teoremi, 41
tiimel, bkz. formiil; degisken

Y

yanlig, bkz. climle

vapi, 6, ayrica bkz. climle
acilim, 39
alt—, 37
sonlu tiretegli alt—, 44
temelce denk yapilar, 28
teorinin modeli, 7, 21

yorum, 9, 10

yiiklem, bkz. simge



Simgeler

Tablo 1: Teoriler

Simge sayfa
Tk 15
T% 17
T, 24
Tz 24
1. 34
I 34
T, 43
T < 44
T« 44
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Tablo 2: Ozel Simgeler ve Ifadeler

Simge sayfa

N 6

w 7

- 9

V, A\, =, <& 9
4,V 9

™ 9

s 10
Tan™(2A) 11
T, 18

fto - tm_1 18
to =11 19
Rty -t 19
- 20

(P AD), (pV ), (¢ = ¥), (pe) 20
Jxy o, Vo ¢ 20
sd(¢p) 20
AFEo 21
AFE o 21
AET 21
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Tablo 3: Yunan Harfleri

biiyiik harf miniiskiil

ceviri

ad

o

Q
S~ 0 4 0 ™M << E > X -~ @25 oo o< ™
e

DEeEHXeSSAHMTHOMN ZE R, 0IEZINEDPD AW

E & X 6 Cc 4

a

& ® N o A0 o

=T 0 KM B B — & o~

Ugrﬁm
o

ch, kh

o g

alpha
beta
gamma
delta
epsilon
zeta
eta
theta
iota
kappa
lambda
mu
nu
xi
omikron
pi
rho
sigma
tau
upsilon
phi
chi
psi
omega
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Tablo 4: Alman Harfleri (yazili bigimleri Heffner’in kitabindan)

Aa Bb C€c Do Ee Ff Gy

HH TJi J)3 KE L1 Mm Nn

Do Pp Qq RAr 6&s Tt HUu
Yo W Xr Yy 33

Aa Bb Cc D d Ee Ff Gg

Ii Kk Lt M m Nan

Hh Ji
%/ & 2 /”7/ Bt LA T Toa

Oo Pp Qgq Rr Ss Tt Unu

Vv Ww X x Yy

7z
Vw W Ty Py Z7



