Modeller Kurami
(TASLAK)

David Pierce

23 Mart 2017

Matematik Bolimii
Mimar Sinan Giizel Sanatlar Universitesi
[stanbul

dpierce@msgsu.edu.tr
http://mat.msgsu.edu.tr/ dpierce/



Icindekiler
Onso6z
1. Dogal sayilar

2. Imzalar ve yapilar
2.1. Imzalar . . .. .. ... ... ... ... ...
2.2, Yapilar . . . . . ...
2.3. Ornekler . . . . ... ... ... ... .....

3. ifadeler
3.1. Terimler . . . . .. ... 0oL
3.2. Formiiller . . . . ... ... ... L.
3.3. Dogruluk. . .. .. .. ... ... ... ... .

4. Tanmmlanabilirlik
4.1, Islemler . . .. ... ...,
4.2. Bagmtilar . ... ... 00000

5. Gondermeler
5.1. Homomorfizimler . . . . .. .. ... ... ...
5.2. Gémmeler . . . ...

5.3. Izomorfizimler . . . . . ... ... ... ... ..

Kaynaklar
A. Yunan Harfleri

B. Alman Harfleri

24
25
28

29



Onsoz

Bildigim ve kullandigim modeller kurami kitaplar: ilk yayim

tarihlerine gore asagida siralanmigtir.

1956 Robinson Complete Theories [13]

1963 Robinson Introduction to Model Theory and to the Me-
tamathematics of Algebra [12]

1965 Robinson Non-standard Analysis [14]

1967 Shoenfield Mathematical Logic [16]

1969 Bell & Slomson Models and Ultraproducts: An Introduc-
tion |1]

1973 Chang & Keisler Model Theory |2]

1985 Poizat Cours de théorie des modéles |11, 10|

1993 Hodges Model Theory [6]

1995 Rothmaler Introduction to Model Theory [15]

2002 Marker Model Theory: An introduction [8]

2003 Marcja & Toffalori A Guide to Classical and Modern
Model Theory [7]

2012 Tent & Ziegler A Course in Model Theory [19]

Tiirkege ifadelerde yardim ettigi i¢in Ayse Berkman’a tegekkiir

ederim. Ali Nesin’in Analiz IV kitabii da [g] matematiksel

Tirkce ornegi olarak kullandim. Baz terimler, Griinberg ile

Onart [4] ve Demirtag [3] tarafindan yazilmig kitaplardan alin-

mugtir.

1. Dogal sayilar

Cogunlukla sirali bir n-li (aq,...,a,) olarak yazilir, ama bu
metinde (ag, .. .,a,_1) tercih ediliyor.

Tanmima gore w, oyle ¢ kiimelerinin en kiigiigiidiir ki

1) e, ve



2) her o kiimesi i¢in a € { ise aU {a} € ¢.
O zaman w, dogal sayilar kiimesidir. Ozel olarak

0=, 1 = {0}, 2 ={0,1}, 3=140,1,2},
ve genelde n € w ise
n=A{0,...,n—1}.

Her A kiimesi igin A™ kuvveti, elemanlar1 n’den A’ya gi-
den gondermeler olan kiimedir. Bu gekilde A™ kuvvetinin ayni
elemani,

SI

, (ag, -, an_1), (a;: i <mn), i+ a;
bicimlerinde yazilabilir. Ozel olarak
A’ = {2} ={0} =1.

w \ {0} kiimesi, N sayma sayilar1 kiimesidir.

2. Imzalar ve yapilar

2.1. Imzalar

R gercel sayilar siralanmig cisminin mzase,
{+7 07 - X, 17 <}

kiimesidir. Burada

0 ve 1, degismezdir;

+ ve X, 2-konumlu islem simgeleridir;
—, 1-konumlu iglem simgesidir;

<, 2-konumlu yiklemdir.
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Genelde bir imzanin her elemani,
1) ya degismezdir,
2) ya da bir n sayma sayisi igin
a) ya n-konumlu bir iglem simgesidir,
b) ya da n-konumlu bir yiiklemdir.
Bu metinde .# her zaman bir imza olacak.

2.2. Yapilar
R gercel sayilar siralanmig cismi bir yapider. Imzas # olan bir
yap1, Oyle bir (A, S +— S?) sirali ikilisidir ki
1) A bir kiimedir, ve
2) S+ S¥, tamm kiimesi # olan bir géndermedir, ve
a) £ nin her d degismezi icin

e A;
b) #’'nin her n-konumlu F islem simgesi i¢in
F% A" — A,
yani F*, A’da n-konumlu bir iglemdir;
¢) #’nin her n-konumlu R yiiklemi i¢in
R* C A",

yani R*, A’da n-konumlu bir bagintidir.
(A, S +— S%) yapisi, sadece 2 olarak yazilabilir. Bu yapmm
evreni, A’dir. .#’nin her S eleman icin S, S’nin A daki yo-
rumudur. Imzasi .# olan yapilar

Yap(#)

sinifin1 olugturur.



Eger .# = {S;,S1,...} ise A, (A, S%,5,2,...) olarak ya-
zilabilir. Eger farkli bir yapt 2'nin evrenini kullanmazsa 2L,
(A, Sp, Si,...) olarak yazilabilir. Normalde bir 8 yapisiin ev-
reni B, ve saire (sayfa 29’a bakin); ama tutarh olmak zor veya
imkansizdir.

Ornek 1. Gercel sayilar kiimesi R ise, o zaman gercel sayilar
siralanmug cismi (R, +%, 0%, =% <% 1% <™); ama normalde R
ifadesi hem kiime hem de siralanmig cisim i¢in kullanilir.

2.3. Ornekler

1. Asgagidaki yapi ornekleri matematikte sik sik kullaniliyor.
(C,+,0,—, x, 1) karmagik sayilar cismi.

p asal olmak iizere p-elemanli (F,, +,0, —, x, 1) cismi.

(Q, +,0, —, x, 1, <) kesirli sayilar siralanmig cismi.

Bir (G, X, e, ') grubu.

,+,0,—) abelyan grubu.

0 0
2% 9 . l‘o Ty i o 1 0
Mat?*2(K) = Hl’é x%} : o GK}, I= [o 1}

olmak iizere (Mat*>**(K), 4,0, —, x, I) degismeli olmayan mat-
risler halkasi elde edilebilir.
3. Bir  kiimesinin altkiimeleri

2(Q)
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kuvvet kiimesini olugturur, ve bu kiimeden

a) (Z(Q),C) pargali siras,

b) (£(Q),U,2,N,,’) Boole cebiri
elde edilir.

4. Herhangi kiime, imzas1 bog olan bir yapidir.

5. Eger E, bir A kiimesinde bir denklik bagintisi ise, o za-
man (A, F) siral ikilisi bir yapidir. Bu durumda b € A ise
bnin {x € A: ¢ E b} denklik simfi [b] olarak yazilabilir. O

zaman tanima gore
AJE ={[z]: © € A}.

6. n € N ise n modiiliine gore kalandaghk, Z’de bir denklik
bagintisidir. Bu durumda Z,, = {[z]: € Z} ise

(Zrm +7 07 ) X)

degismeli halkasi elde edilir.
7. Eger K bir cisim ise, o zaman K {izerinde vektor uzayla-
rimin imzasi

{+,0,—}U{F,: a € K}

olarak alinabilir. §imdi ¥, K {izerinde bir vektor uzay1 olsun.
Eger u € V ise, o zaman tanima gore

F%u)=a-u.

Her n sayma sayist i¢in U’nin imzasina yeni n-konumlu bir ||,
yiiklemi eklenebilir, ve bu simgenin U’deki yorumu, n-konumlu
dogrusal bagimhlik olabilir. Bu gekilde (wo,...,u,_1) € Hnm
ancak ve ancak K'nin, biri 0 olmayan bazi a; elemanlar: igin

Faom(uo) +oeeet Fanflm(un—l) =0.

O zaman (V. ||1, [|2, ||3, - - - ) yapisi incelenebilir.



8. Tekrar K bir cisim olsun, ve n € N olsun. O zaman K"*!
kuvveti, bir V' i¢ carpim uzay1 olarak anlasilabilir. V'nin her

&0

a eleman1 | : | siitun vektori olarak alinsin. Eger V" kuvve-

a?’L

tinin (a;: j < n) eleman verilirse, ¢ < n olmak tizere

A= @
_a:g aﬁz_l_
olsun. Yani n x (n — 1)’lik (ag -+ a,_1) matrisinin ¢'ninci

satir1 silinirse kare A; matrisi elde edilsin. Simdi

det (A()) ]

X(ay:j<n)=| (—1)det(A,)

[(—1)" " det(A,)]
olsun. Bu sekilde V'nin her w elemani i¢in
u-X(aj:j<n)=det|u ay - a,1].

Burada X, V’de n-konumlu iglemdir. Eger n = 2 ise X(a, b),
normal a x b ¢apraz ¢arpimidir [18].
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3. Ifadeler

3.1. Terimler

Her n dogal sayisi i¢in
Tn

simgesi degigken olarak anlagilsin. Bunlarin yerine z, y, z fa-
lan kullanilabilir. Simdi, her imzada, ozyinelemeyle, terimler
tanimlar:
1) Her degigken, bir terimdir.
2) her degigmez bir terimdir;
3) her m sayma sayisi i¢in, her m-konumlu F iglem simgesi
i¢in, tiim ¢y, ..., t,,_1 terimleri igin,

Fto--t,_1

ifadesi de terimdir.
Normalde n = 2 durumunda Ftgt; ifadesinin yerine (to F t;)
kullanilir.

Terimlerin tanimi 6zyinelemeli oldugundan tiimevariml ka-

nitlar miimkiindiir: Bir imzada, bir A kiimesi

1) her degigken igerirse,

2) her degigsmez igerirse,

3) her m sayma sayisi i¢in, her m-konumlu F' iglem sim-
gesi i¢in, A'nin zaten tg, ..., t,,_1 terimlerini igerdigi
Fty---t,,_1 terimini igerirse,

o zaman A, her terimi icerir.

Higbir degiskenin goziikmedigi terim sabittir. Sabit terim-

lerin tanimi da 6zyinelemeli bi¢imde konulabilir:

Teorem 1. Bir imzada, bir A kiimesi
1) her degismez igersin,



2) her m sayma sayisv igin, her m-konumlu F islem sim-
gest i¢in, A'nin zaten tg, ..., t,—1 terimlerini icerdigi
Fty---t,,—1 terimi icersin.

O zaman A, her sabit terim icerir.

Kanat. Imzanin sabit olmayan terimleriyle A'nin elemanlari,
B kiimesini olustursun. Kisaca

B = AU {sabit olmayan terimler}.

=

. Her degigken, sabit olmadigindan B’dedir.
. Her degismez, sabit oldugundan A’dadir, dolayisiyla B’dedir.
3. m € N ve F', m-konumlu bir iglem simgesi olsun, ve ¢,
..y tm—1 terimleri B’de olsun. Bu terimlerin her biri ya sabit
degildir ya da A’dadir. Biri sabit degilse F'ty---t,,_1 terimi
de sabit degildir, dolayisiyla bu terim B’dedir. Eger %o, ...,
t,,—1 terimlerinin her biri A’da ise, o zaman varsayima gore
Fty---t,,_1 terimi de A’dadir, dolayisiyla bu terim B’dedir.
Tiimevarimdan B her terim icerir. Ozel olarak A, her sabit
terim igerir. I

N

Eger ¢, .# nin sabit bir terimiyse, ve 2 € Yap(f) ise, t'nin
2Wdaki t¥ yorumunu tammlamak isteriz. Eger ¢ bir degismez
ise, 0 zaman t* zaten tamimlandi. Genel tanim 6zyinelemeli
olacak, ama yapabilmemiz i¢in bir teorem gerekir.

Teorem 2. Eger ty, ..., ty_1, Ug, ..., Um_1 leTim ise, ve
Fty---ty_1 ve Fug---U,_q1 terimler: birbiriyle ayne ise, o za-
man m’nin her k elemant i¢in t, ve ug aynidir.

Kanat. Timevarimla her terim i¢in hem sonuna yeni simgeler
ekleyerek, hem de sonundan simgeler kaldirarak yeni bir terim
elde etmeyecegiz. Bunu gostermek yeter. .. O
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Simdi #* yorumuna 6zyinelemeli bir tanim verilebilir:

1. t degismez ise dedigimiz gibi t* zaten tanimlandu.

2. Egert, Fty---t,_1 bicimindeyse ve t;* yorumlar: tanim-
lanirsa

(Fto- - ta1)® = F2t*, .. tni®).
Her durumda t* € A. (Bunun kamti tiimevarimla verilebilir.)

Ornek 2. Her durumda ;5> = 1 ise

(-~-(t0+t1)—|—"'+tp,1)]FP:0.

3.2. Formiiller

Degigkenler ve degigsmezler, “boliinemez” terimlerdir, ama nor-
malde bu sekilde konugsmuyoruz. Yine de boliinemez formiil-
lerin iki ¢esiti vardir:

1. Eger ¢t ve u terim ise, o zaman

t=u

denklemi boliinemez bir formiildiir.
2. Eger R, m-konumlu yiiklem ise, ve ty, ..., t,,—1 terim
ise, 0 zaman
Rtg- - tm1

ifadesi boliinemez bir formiildiir.
Bu tanim, 6zyinelemeli degildir. Ama formiillerin tanimi, 6z-
yinelemelidir:
1) (Tabii ki) her boliinemez formiil, bir formiildiir.
2) ¢ ve ¢ formiil ise

(o A1)

de formuldiir.
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3) ¢ formiil ise
R

de formiildiir.
4) ¢ formiil ve = degisken ise

dx ¢

de formiildiir.
Formiiller i¢in Teorem 2 gibi bir teorem dogrudur, dolayisiyla
formiiller kiimesinde agagidaki gibi 6zyinelemeli tanimlar ya-
pilabilir:
1) ¢ boliinemez ise

sd(p),

p’de goziiken degiskenlerin olugturdugu kiimedir.

2) sd(p A ) = sd(p) Usd(¥).
3) sd(—p) = sd(p).
4) sd(3z ) = sd(p) \ {z}.
sd(¢) kiimesinin elemanlar1, ¢’'nin serbest degiskenleridir.

3.3. Dogruluk

Hig serbest degiskeni olmayan bir formiil, bir ciimledir. .
imzasinin her ciimlesi, imzasi # olan her yapinda ya yanlistir
va da dogrudur. Bu kosullarin tanimlanmas: i¢in daha fazla
kavramlar gerekiyor.

Her a boliinemez formiiliinde, bir x degiskeninin her gegisi-
nin yerine bir ¢ terimi konulursa

(a7)
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formiil elde edilir. Ayrica y z’ten farkli bir degisken olmak
uzere

((07) A (¢7)) formiilidiir ((0 A ¢)7),
=(pf) formiilidiir (—¢y),
Jdx ¢ formilidir (Jz ¢f),
Jy (¢f) formiilidiir (Jy ¢}).

B2 7 imzasi kapsayan bir imza olsun, ve 2 € Yap(.%),
€ Yap(_7) olsun. Eger 2 ve %B’nin evrenleri ayni (yani

= B) ise, ve #’nin her S elemamn
S* = g%

ise, o zaman ‘B, A'min _¢’ye bir acilimidir.

Eger 2 € Yap(.#) ve X C A ise, o zaman X’in her a
elemani, yeni bir degismez olarak anlagilabilir. Bu degismezler
4 'ye eklenirse

I (X)
imzas1 elde edilsin. O zaman 2'mn . (X)’e Ax agilimi vardir,
ve burada, X’in her a elemaninin yorumu kendisidir:

a®x

= a.
Eger bir o climlesi 2’da dogru ise
AFEo

ifadesini yazariz. Tamimi gimdi verebiliriz.
1) P =u¥ise AFEt = u.
2) (to®, ..ty 1?) € R¥ise AE Rtg-+t,_1.
3) AFocve AETise AFE (0 AT).
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4) A F o degilse A F —o.
5) A'nin bir a eleman icin Ay F ¢f ise A F Iz .

Eger 0 A’da dogru degilse yanlhigtir.

Baz kisaltmalardan faydalanabiliriz:

t # u demek — t = u,
(p V1) demek =(—p A 1)),
(¢ — ¢) demek (—p V1),

(¢ < ) demek ((p = ) A (¢ = ),
Vz ¢ demek —3dx —¢p.

Baz1 ayraclar atlanabilir. Ornegin

(o A A0) demek (o A (¢ A D)),
(p — ¢ — 0) demek (¢ — (v — 0)),
(o A — ) demek ((p A) — 0).

Ornek 3.

1. Vo Jy (x # 0 — xy = 1) climlesi her cisimde dogrudur
ama (Z,+,0, —, X, 1) halkasinda yanlgtir.

2. Vo Jy (y* = 2z Vy?> = —x) ciimlesi (R, +,0, —, x, 1) cis-
minde dogrudur ama (Q, +,0, —, x, 1) cisminde yanhgtir.

3. Ve Vy 32 (x <y = o < 2 Az < y) cimlesi (Q, <)
sirasinda dogrudur ama (Z, <) sirasinda yanligtir.

4. Vo Jy Vz xyz = z ciimlesi (Q, x) yapisinda dogrudur
ama (Z, x) yapisinda yanligtir.
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4. Tanimlanabilirlik

4.1. Islemler

% imzasidan gelen, degiskenleri {z;: i < n} kiimesinden ge-
len terimler

Tm"(7)

kiimesini olustursun. Boyle terimlere n-konumlu denebilir, fa-
kat bu durumda her n-konumlu terim (n + 1)-konumlu dadur:

Tm(#) C Tm'(F) C Tm?*(F) C ---

Eger t € Tm"(.#), A € Yap(.¥), ve @ € A" ise, i < n ol-
mak iizere her x; degiskeninin ¢’deki her gecisinin yerine a;
konuldugu terim
t(a)

olarak yazilsin. Ozyinelemeli bir tanim verilebilir:

1. i < nise x;(d@), a; olur.

2. d degigsmezse d(d), d olur.

3. m’nin her k eleman ¢(@), uy ise ve F', m-konumlu yiik-

lem ise Ftg---tp,_1(a), Fug-- -ty olur.

Simdi

" A kiimesinin n-konumlu @ ~ #(a@)* islemi

olsun. Kisaca

Ozel olarak
ZEZQ[((?) = a;,
d*(a@) = d*,
(Fto- - tp_1)*(@) = F*(t™(@), . . ., tm_1"(d)). (2)
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Genelde X C Aise {t*: ¢t € Tm"(.# (X))} kiimesinin eleman-
lary, A'nmin X iizerinde n-konumlu tanimlanabilir islemleri-

dir.
Ornek 4. 1) bir (G, x,e, ') grubunda a € G olmak iizere
T a lza

islemi tanimlanabilir;
2) bir (K,+,0,—, X, 1) cisminde a; € K olmak iizere

n
T Z a; "
i=0
polinom iglemi tanimlanabilir.

4.2. Bagintilar

% imzasmdan gelen, serbest degiskenleri {z;: i < n} kiime-
sinden gelen formiiller

kiimesini olustursun. Boyle formiillere n-konumlu denebilir, fa-
kat bu durumda her n-konumlu formiil (n + 1)-konumlu dadir:

Fm’(#) C Fm!(.#) C Fm*(.#) C - --
Eger ¢ € Fm"(#), 2 € Yap(.¥), ve @ € A" ise
(- (pag) - ant)
ifadesinin yerine
p(a)
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yazalim. O zaman
Pt ={adc A": AFE p(d)}
olsun. Bu gekilde
ac " = AF o(a).

Ozel olarak t € Tm"(.#) ise

(t = x,)* = {(@,b) € A" 1%(a@) = b*}.
Eger t; € Tm"(.¥) ise

(to=t1)* ={d € A™: t,* (@) = t,*(a)},
ve R m-konumlu yiiklem ise

(Rto .. .tm_l)‘ﬂ

={a e A™: (t,*(a),. .., tm12(@)) € R*}.

Ayrica
(o =20 A+ Aoy =x,1)" = A",
—p = AN 7,
ve ¢ € Fm"(.%) ise

(P A =" Ny,
(p V) =" Uy

Simdi 7, A" kuvvetinden A" kuvvetine giden

(agy...,an) — (ag,...,Gpn_1)

17



gondermesi olsun. X C A" ise 7[X] (yani {n(d): @ € X}),
X'in izdiigiimiidiir. Eger § € Fm"™ (%) ise 3z,, 6%, ®nin
izdiigtimiid{ir:

Ju, O =7 [0%} .

Simdi X C A olmak iizere
Tan () = {p*: ¢ € Fm"(A(X))}

olsun. Bu kiimenin elemanlari, 2'nin X iizerinde n-konumlu
tanimlanabilir bagintilaridir. Kisaca X iizerinde tanimlana-
bilir bir bagint1, X-tanimlanabilirdir.

Tan’y (A), Z(A™) Boole cebirinin altcebiridir, yani U, N, ve
igslemleri altinda kapalidir, ve bog kiimeyi ve A™ kuvvetinin
timimi ierir.

Normalde (zg, 1, 22) degisken listesinin yerine (z,y, z) kul-
lanilir.

/

Ornek 5.
1. (G, x,e, ) bir grupise {(a,a™'): a € G} bagmtisy, (G, x, e)
yapisinda
Ty =e

formiilii tarafindan tammlanir. Ozel olarak bu formiil ve

y=a""

formilii, ayn1 bagintisini tammlar. Ayrica (G, x) yapisinda {e}
kiimesi,

Vy (zy =y ANyz =y)

tarafindan tanimlanir. Aslinda

Yy xy =y, Jyzy=y
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formiillerinden her biri kullanilabilir. Sonug olarak (G, X) ya-
pisinda {(a,a™'): a € G} bagntisi,

dz xyz = 22

formiilii tarafindan tanimlanir. Bu nedenle (G, X) yapisina da
grup denebilir.

2. Benzer gekilde (K, +,0,—, x,1) bir cisim ise (K, +, X)
yapisinda {(a, —a): a € K}, {0}, ve {1} bagntilar @-tammla-
nabilir.

3. (R, +, x) cisminde {(x,y): < y} swralamasi,

Jzr+zz=y

tarafindan tanimlanir.
4. Bir grubun merkezi Vy ry = yz tarafindan tanimlanir.

Simdi boliinemez formiil tarafindan tanimlanan bagintilara
temel densin. O zaman | J, ., Tan’j(2A) birlesiminin her ele-
mani, kesisimler, tiimleyenler, ve izdiigiimler alinarak temel
tanimlanabilir bagintilardan elde edilibilir.

Bir formiilde 3z ifadesi (ve =3z — ifadesinin Va kisaltmasi)
bir niceleyicidir. Simdi

Fmg(#) = {¢p € Fm"(.¥): ¢ niceleyicisiz}

olsun. Bu kiimeye 6zyinelemeli bir tanim verilebilir, yani Te-
orem 1 gibi bir teorem vardir:

Teorem 3. Bir A kiimesi i¢in,
1. a) {t,u} CTm"(F) iset =u € A olsun;
b) R, I ‘nin m-konumlu bir yiiklem ise, ve {to, ... tm-1} C
Tm"(.¥) ise, o zaman Rty ---ty,_1 € A olsun;
2. p € Aise ~p € A olsun;
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3. {p, 0} C Avise (p ANY) € A olsun.
O zaman Fmj C A.

O zaman

{¢™: v € Fmj (S (X))}

kiimesi, Z(A™) Boole cebirinin, tiim temel tanimlanabilir ba-
gintilar1 iceren altcebirlerinin en kiigiigiidiir.

Tan, () kiimesinin elemanlar1, A'nin tanimlanabilir kiime-
leridir. A’'nin her sonlu {ay, ..., a,_1} altkiimesi

T=agV VI =a,

formiilii tarafindan tanimlanir. O zaman tiimleyeni sonlu olan
kiimeler de tanimlanabilir.

5. Gondermeler

Bu béliimde bir .¢ imzasmda A ve B, imzast . olan yap
olacaklar, ve h: A — B. Eger a € A" ise

h(d@) = (h(ag), ..., h(a,_1)) (8)
anlagilabilir. O zaman X C A" ise

h[X] = {h(@): d e X}

5.1. Homomorfizimler

Eger #'nin her
1) d degismezi igin
h(d™) = d®,

20 Modeller Kurami



2) F iglem simgesi i¢in
hoF*=F%oh, (9)
3) R yiklemi i¢in
h[R¥] C R® (10)

ise, o zaman h, A’dan ‘B’ye giden bir homomorfizim veya
benzer yapi doniistimiidiir. Bu durumda

h: A — B
ifadesini yazalim.
Ornek 6.
1. x> [z]: (Z,+, X) = (Zn, +, X).
2. z—a: (N, |) = (N, Q).
3. (z,y) = ma+ny: (Zn ® Zn, +) = (Zonn, +)-
Teorem 4. h: A — B ve t, 7 ‘nin bir terimi ise
hot* =t®oh. (11)
Kanat. Timevarim kullanacagiz.
1. h(z;*(@)) = ha;) = 2, (W(a)).
2. d degismeziyse h(d*(a@)) = h(d*) = d® = d®(h(q)).
3. Bir m i¢in F', m-konumlu bir yiiklem ise, ve ¢’'nin t; ol-
dugu durumda (11) iddiasi dogru ise

= h(F(t™(@), .., tnr™(@)) [(2)]
= F2(h(te™ (@), .., tm—1"(@))) [(9)]
= F2(h(te™(@)), - ... M(ti—1™(@)))  [(8)]

)
= F2(to®(W(@)), ..., tm_1 " (h(d@))) [hipotez]
)® (h(@))- [(2)]
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Tiimevarimla her ¢ i¢in iddia dogrudur. U

Teorem 5. h: A — B ve ¢, S in béliinemez bir formyili ise

i€ (to=1t)" = to(@)* = t(a)", [(4)]
= h(to(@)*) = h(t:(a)")
= h(to™(@) = h(t:"(@) [(1)]
— t,P(h(@)) = t,®(h(@)) [Teorem 4]
= to(h(@))* = t(h(@)* (1)
—> h(a@) € (to = t1)%, [(4)]
ac (Rt tmy)™
= (to™(@), ..., tm1"(a@)) € RY [(5)]
— h(te*(@), ..., tm1(d)) € R® [(10)]

= (A(te™(@)), ..., h(tw—"(@))) € B® [(8)]
= (tc®(h(@)),. .., tm_1®(h(@))) € R® [Teorem 4]
= (@) € (Rto---tm—1)*. [(5)]

Her durumda @ € ¢* = h(d) € ¢®. O

5.2. Gommeler

h: 20 — B olsun. Eger
1) h birebir ve
2) #’nin her R yiiklemi igin h[R*] = R® N h[A]
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ise, o zaman h, A’'nin B’ye bir gdbmmesidir, ve bu durumda

he:l S B
ifadesini yazabiliriz.
Ornek 7.
1. Znp ={[0],...,[n — 1]}, ama ¢ € n olmak tizere h([i]) =1

ise h, (Zy,+) grubunun (Z,+) grubuna bir gémmesi degildir
¢iinkii [1] 4+ [n — 1] = [0] ama 1 +n — 1 = n, ve h([0]) # n.

2. [2] = [ma]: (Zn,+) = L, +).
3. (Zn,+, x), [x] = [mz] tarafindan (Z,,,, +, X) halkasina
gémiilmez.
4. Tamma gore (a,b) E (z,y) <= ay = bx ise
Q" =(ZxZ)/E
olsun. Bu kiimenin her [(a, b)] elemani, a/b veya
a

b

olarak yazilabilir. O zaman okuldaki gibe toplama ve ¢arpma
Q™ kiimesinde tammlanabilir, ve

s (N, +, ><) = (QF, +, x).
5. (2.y) {_xy i] (R x R, +) = (Mat>2(R), +).
6. :zc+1y — ljy z:| ((C +, X) (Mat2><2(R>’+’ X).

Eger h: 2 5 9B ve h, x +— x Ozdeslik gondermesiyse 2,
B'nin altyapisidir, ve bu durumda

2AC B

ifadesini yazariz.
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Teorem 6. h: A = B ve v, 7 in niceleyicisiz bir formiil ise
hlp™] = ¢® Nh[A"]. (12)

Kanat. Teorem 3’e gore tiimevarim kullanacagiz.

1. Simdiki durumda Teorem g5’in adimlar: tersilenebilir, do-
layisiyla ¢ boliinemez ise (12) iddiasi dogrudur.

2. Iddia ¢'nin ¢ oldugu durumda dogru ise

€% <= dec A"~ ¥ [(7)]
h(@) € h[A™] ~ h[p™] [ birebir|
h(@) € h[A™] ~ (¢® N h[A™])  [hipotez]
h(@) € h[A"] N ¥
h(a)
@)

€ B"\ 7

Lrrit

@) € ™. [(7)]
3. Iddia ¢'nin 1 veya 6 oldugu durumda dogru ise

ac (A —= aeyp*no® I
= h(a) € h[Y™] N (67 [
< h(@) €PN o® I
<= h(d) € (Y AO)E.

Sonug olarak iddia her niceleyicisiz ¢ i¢in dogrudur. O

5.3. lzomorfizimler

Eger h: A = B ve h[A] = B ise, 0 zaman h~! de bir gom-
medir, ve h bir egyap1 doniigiimii veya izomorfizimdir. Bu

durumda N
h:A =B

ifadesini yazalim.

24 Modeller Kurami



Ornek 8.
1. ebob(m,n) =1 ise

(z,y) — mz +ny: (Lo ® Z, +) —> L, +).
2. Cin Kalan Teoremi. ebob(m,n) =1, an =1 (mod m)
ve bm =1 (mod n) ise
(z,y) — anz + bmy: (Z ® Zn, +, X) = (L, +, X).
Teorem 7. h: 2 = B ise S in her @ formailii i¢in
hlp®] = ¢®.

Kamt. v € Fm™(.#) ve iddia ¢nin ¢ oldugu durumda
dogru olsun, ve @ € A" olsun. O zaman h egleme oldugun-
dan Amin bir b elemani i¢in (@, b) € ¥* ancak ve ancak B’nin
bir ¢ elemani i¢in (h(@),c) € ¥*. Kisaca

h[3z, 0] = 3z, ©*.

Kanitin kalani, Teorem 6'nin kaniti gibidir. U
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A. Yunan Harfleri

Epsilon ve iipsilon “basittir” ¢linkii Orta Cag’da ou ve ot birle-
simlerinin telaffuzlari ayniymig [17].
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B. Alman Harfleri
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Agagidaki yazili bigimleri Heffner’in [5] kitabindan alinir:
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