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Onsoz

Bu notlar, kalkiiliis 6grencileri ve 6gretmenleri i¢in yazilmistar.
“Epsilon—delta” tanimini kullanmadan limitleri tanimlayacagiz
ve onlarin temel teoremlerini kanitlayacagiz.

Limitlerin “standart,” “epsilon-delta” tanimi karmasiktir. Ve-
recegimiz “standart olmayan,” “sonsuzkii¢iik” tanim daha ba-
sittir, ama arkasindaki cebir karmagiktir. Kalkiiliisiin kendisi
karmagiktir, ve farkl 6grenciler ve 6gretmenler, farkli yontem-
leri tercih edebilirler.

Asgagida baz1 teoremlerin kaniti, okuyana birakiliyor. Teknik
terimler, italik olabildigi halde tanimlaninca siyahtir.



Abraham Robinson [8] sonsuzkii¢iik yontemi sert bir gekilde
meydana koydu. Keisler [5] tarafindan ve Henle ile Kleinberg
[3] tarafindan yazilmig sonsuzkiiciik yontemi kullanan ders ki-
taplar1 vardir.
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Gercelistu sayilar

1 Gergel sayilar ve sayma sayilar

Tam siralanmas bir cismin var oldugunu varsayiyoruz, ve o
cismi
R

ile yaziyoruz; R’nin elemanlari, gercel sayilardir. Bu sayilar,
sinirsiz bir dogru olugturur, ve bu yontemle sayilarin iglemle-
rine geometrik tanimlar verilebilir. Ornegin Sekiller 1 ve 2'de
O, A, B, ve C noktalar, 0, a, b, ve ¢ gercel sayilar1 olarak
diisliniilsiin, ve Sekil 2’de I noktasi, 1 gergel sayisi olarak dii-
siiniilstin. Sekil 1’de eger

BC =04

ise, 0 zaman
a+b=c



Sekil 1: Gergel sayilarin toplanmasi

Toplamanin birlegtirme ve degistirme 6zellikleri, ve her gergel
sayinin negatifinin var oldugu, apaciktir. Sekil 2’de eger

OD = 0A, 0J =0, DC | JB

ise, 0 zaman
ab = c.

Gergel sayilarin ¢arpilmasinin geometrik tanimi, Descartes |1]
tarafindan verildi. Carpmanin birlestirme, degistirme, ve top-
lama iizerinde dagilma oOzellikleri, ve sifir olmayan her gercel
saymin tersinin var oldugu, apacik degildir. Oklid’de bulunan
oranti kuramim kullanmadan Hilbert [4], garpmanin 6zellikle-
rini sert bir gekilde kurur. Bu is icin, “Thales and the Nine-
point Conic” [7] bashkli makalemdeki gibi Oklid’in birinci ki-
tabi [6] yeter.

Gergel sayilarin tamhgina gore, eger Sekil 3’teki gibi gercel
sayilar dogrusu iki parcaya kirilirsa, o zaman parcalarin birinin
ug noktasi vardir. Tamlig1 Teorem 11’de kullanacagiz.
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Sekil 2: Gergel sayilarin ¢arpilmasi
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Sekil 3: Gergel sayilarin tamlhigi



Sayma sayilar: kiimesini N ile yazalim. O zaman
N={1,2,3,...}.

Bu kiimesi, R'nin bir altkiimesi olarak diisiiniilebilir. Bu var-
sayimi, Teorem 17’de kullanacagiz.

2 Kiiciik ve biiyiik kiimeler

N'nin baz altkiimeleri kiigiliktiir. Tanima gore
i) her sonlu kiime kiigiiktiir;
ii) kiiciik bir kiime tarafindan kapsanan her kiime de kii-
gliktiir;

iii) iki kii¢iik kiimenin birlegimi de kiigiiktiir.
Ayrica N'nin her sonlu altkiimesinin tiimleyeni kiigiiktiir, do-
layisiyla

iv) sonlu tiimleyeni olan her kiime biiytiktiir;

v) biiyiik bir kiime kapsayan her kiime de biiyiiktiir;

vi) iki biiyiik kiimenin kesigimi de biiyiiktiir.
N’nin her altkiimesinin ya kii¢lik ya da biiyiik oldugunu ama
ikisi olmadigini, Béliim 10’da bahsedilen Se¢im Aksiyomunu
kullanarak varsayiyoruz.

3 Diziler ve denklikleri

Bir dizi, N’den R’ye giden bir fonksiyondur. Dizilerin olugtur-
dugu kiime

RN
olarak yazabiliriz.

e Ya (ar: k € N),

e ya da (ay,a9,as,...),



e ya da kisaca a
olarak ayni diziyi yazabiliriz. Girdilerine gore,
a+b=(a;+b:keN), ab = (ayby: k € N)

kurallarini kullanarak iki dizinin toplamini ve carpimini ta-
nimlariz. Simdi tanima gore

a~b < {keN:aq = b} blyiktir
olsun.
Teorem 1. ~ bagintisy bir denklik bagintisidar.

Verilen ~ bagmtisina gore [a] olarak bir a dizisinin denklik
sinifin1 yazalim. Boylece

[a] = {x ¢ RY: a ~ x}.

Biitiin dizilerin denklik simiflari, *R kiimesini olugtursun. Boy-
lece
R = {[z]: = € R"}. (1)

Teorem 2. ~ bagintisi, RN halkasinin islemlerine saygr gos-
terir, yans

a~c & b~d = a+b~c+d & ab~ cd.
Bu sekilde *R, iyitanamlanmas bir cisim olur. Ayrica
l[a] < [b] <= {k € N: a, < by} biyiktir

kuralina gore *R, iyitanimlanmas siralanmis bir cisim olur. Bu
stralanmas cisme

s S
kosegen gommest ile R gomdiliir.

*R cisminin elemanlarima gergeliistii (hyperreal) denebilir.
Son teoremi kullanarak R’yi *R’nin bir altkiimesi olarak dii-
siinecegiz; boylece her gercel say1, gerceliistiidiir.



4 Sonsuz ve sonsuzkiiciik sayilar

Gergel bir say1 gibi her [a] gergeliistii sayimnin,

a| >0ise [a] |
a) }— HGH

[a] <0ise —[a

kuralini saglayan HaH mutlak degeri vardir. Eger gerceliistii
bir sayinin mutlak degeri
e bir pozitif gercel sayidan kiiciik ise, gerceliistii sayiya
sonlu densin;
e her pozitif gergel sayidan kiiciik ise, gerceliistii sayiya
sonsuzkiigiik (infinitesimal) densin.

Ornek 3. 0 sonsuzkiiciiktiir.

Teorem 4. 0’dan farkl olan hi¢ gercel say sonsuzkiiciik de-

gildir.

Ornek 5. [k': k € N, sonsuzkiiciik gerceliistii bir sayidir.
Tabii ki sonlu olmayan gerceliistii bir say1, sonsuzdur.

Ornek 6. [k: k € NJ, sonsuz gerceliistii bir saydir.

Teorem 7. Sifir olmayan bir [a] gercelisti sayisi i¢in

a| sonsuzkiiciiktir < [a]™! sonsuzdur.
a] ¢

5 Sonsuzyakinhk

Tanima gore
[a] = [b] < [a] — [b] sonsuzkigiiktiir

olsun. Eger [a] ~ [b] ise [b], [a]’ya sonsuzyakindir (infinitely
close).



Teorem 8.

1. *R cisminde ~ bagintisy bir denklik bagintisidar.
2. |a] sonsuzkigiktir <= [a] =~ 0.
3. [a] = [b] <= [a] — [b] = 0.

Teorem 9. [ki farkl gercel sayw sonsuzyakin olamaz.

Teorem 10. Bir gercel saywya sonsuzyakin olan her gerceliisti
say, sonludur.

Teorem 11. Her sonlu gergeliisti sayr, bir gercel sayiya son-
suzyakindir.

Kanit. Eger [a] sonlu ise, o zaman {z € R: z < [a]} kiimesi-
nin b iist sir1 vardir. Bu durumda verilen kiime —b elemanini
igerdiginden bog degildir. O halde verilen kiimenin supremumu
vardir, ve bu supremum, [a]’ya sonsuzyakindir. O

Kanitta bulunan gergel sayi, [a]'nin standart pargasidir
(standard part).

Teorem 12. Eger [a] =~ [c]|, [b] ~ [d], ve [e] sonlu ise, o
zaman

Sonlu gerceliistii bir sayya sonsuzyakin saylar da sonludur.

Analiz

6 Limitler

Teorem 13. Fger f: R — R ise, o zaman

[x] — [f(zg): k € N,



*R’den kendisine giden 1yitanimlanmas bir fonksiyondur.

Simdi
f
olarak teoremde bulunan fonksiyonu yazalim; ayrica a ve L,
gergel say1 olsun. Eger her [x] gergeliistii sayisi igin

arz] & a#x] = *fle] =L

gerektirmesi saglanirsa, o zaman tanimimiza gore L, f’nin
a’daki limitidir. Bu limiti
lim f(x) veya lim f
a

r—a

ile yazariz. Limit tanimimizin “standart” tanima denk oldu-
gunu, Boliim 11’de Teorem 28’de kanitlayacagiz.

Teorem 14. lim, f = L ve lim, g = M 1ise

licIln(f—l—g)zL—l—M & lign(fg):LM.

Kanit. Eger [x] = a ve [x] # a ise, 0 zaman varsayima gore

Ozellikle Teorem 10 sayesinde *f[z] sonludur. Simdi Teorem
12 sayesinde

fle] +glxe] =~ L+ M, “flx|glx] = *fleg]M ~ LM. O

10



7 Siireklilik

Eger her a gercel sayisi i¢in f(a) = lim, f ise, o zaman f
siireklidir.

Teorem 15. f’'nin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter bir kosul,
tim sonlu (x| ve [y] gerceliisti saylar: igin

[x] ~ [y] = “flx| = "fly].

Ornek 16. Eger f( ) = 22 ise, 0 zaman f siireklidir, ama Or-
nek 5’teki gibi [k7': k € N] gergeliistii sayisinin sonsuzkiigiik
oldugu halde

“flk+ k™' ke N =*flk: k € N + 2.

Teorem 17 (Aradeger). f sirekli, a < b, ve f(a) < ¢ < f(b)
olsun. O zaman bir d i¢in a < d < b ve f(d) = c.

Kanat. Istedigimiz d gercel sayisi, bir [d,: n € N] gerceliistii
sayisinin standart pargasl olacak. Ozyineleme ile (d,:n € N)
dizisini tanmimlayacagiz. Once

51 =b—a
olsun, ve bir m igin 9J,, tanimlanmig ise

Om

5m+1 = 9

olsun. Kisaca her n sayma sayisi i¢in

b—a

5” - on—1

olsun. Simdi
dl =a

11



olsun. O zaman n = 1 durumunda
a<d,<d,+d, <b, f(dy) <c< f(dy+ 0n) (2)

egitsizlikleri saglanir. Simdi bir m sayma sayisi i¢in n = m du-
rumunda (2) esitsizliklerinin saglandigim varsayalim. O zaman

f(dp + 0pmi1) < cise dp+6mir | J
¢ < f(dp + 1) ise  dpy, - ot

olsun. Bu durumda n = m + 1 durumunda (2) esitsizlikleri
saglanir.

Ozyineleme ile her n icin d,, tanimlanmist1. Tiimevarimdan
her n igin (2) esitsizlikleri saglanir. O zaman

*fldn:n € N| < e <*fld,+ 6, n €N,
ama [0,,: n € N] sonsuzkii¢iiktiir. Teorem 15 sayesinde
“fld,: n € N] = *f[d,, + 0,,: n € N].

Sonug olarak
“fld,: n € N] =~ c.
Simdi d, [d,: n € N| gergeliistii sayisinin standart pargasi ol-
sun. O zaman
f(d) = *f[d,: n € N,
dolaywsiyla f(d) = c. O

Teorem 18 (Siurhlik). f sirekli ve a < b olsun. O zaman
R'nin {f(x): a < x < b} altkimesi sinarlidar.

Kamit. Smirli olmasin. O zaman her n i¢in, bir ¢, igin,
a<en <, f(cn)| > 7.

O zaman *f || sonsuzdur. Eger [c] gerceliistii sayisinin standart
pargasi ¢ ise, o zaman f(c) sonlu oldugundan f siirekli olamaz.
U
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Teorem 19 (Maksimum-minimum). f sirekli ve a < b olsun.
O zaman baz ¢ ve d i¢in,

a<c<b, a<d<b,
ve ayrica her x i¢in,

a<r<b = f(c) < fz) < f(d).

8 Tiurevler

Tanima gore
i F0 =S _
T—a a—2x

Burada f’ fonksiyonu, f’nin tiirevidir. O halde

f(x+[h]) — fx)
[h]

[h]~0 & [h] #0 = ~ f'(x).

Bu nedenle [’ fonksiyonu

d f(z)
dz

olarak yazilabilir. Tabii ki f’nin tiirevi olmayabilir.

Teorem 20. d1/dz=0vedz/dx = 1.
Teorem 21. (f+g) = f'+¢.
Teorem 22. (fg)' = f'g+ fg'.

Kanat. Teorem 14’1 kullanarak

Falote) = alole) _ g o(0) = 0le) | fl0)= 1)

esitliginden istedigimiz sonucu elde ederiz. O

13



Ornek 23. Teoremler 20, 21, ve 22 sayesinde

d(ap + ez + -+ - + apx™)
dz

=ai + ax + - -+ na,a" L.

Burada a; + asx + - - - + na,z"

f(@) =a; +ayw + -+ naa"

denkliginin tanimladigi teorem olarak anlagilir.

Teorem 24. Eger f nin tirevi varsa, o zaman f sireklidir.

9 Integraller

Dogal sayilar kiimesi w (omega) ile yazalim. O zaman
w=1{0,1,2,...} ={0} UN.

*R’nin (1) tanmmimda R’nin yerine sirasiyla N ve w konularak
*N ve *w elde edilir. O zaman

*w={0}U"N.

Burada *w’nin elemanlarina dogaliistii say1 densin; Her do-
gal say1, dogaliistii olarak diigiinebilir.
Tamm kiimesi bir [a, b] kapali simirli araligini kapsayan bir
f fonksiyonu i¢in, eger bir n sayma sayisi i¢in baz z; gercel
sayilari
a=rg<T1<--<x,=>b

kogulunu saglarsa, o zaman {zg, 21, ..., x,} kiimesi, [a, b] ara-
liginin bir parcalanmasidir. Eger ayrica t; gercel sayilari

Tig S <

14



kosulunu saglarsa, o zaman
D) (@ — i) (3)
i=1

toplamyi, [a, b] araliginda f'nin bir Riemann toplamidir.

[a,b] araliginda f’nin Riemann toplamlar: olan bir

<Z fri)(@ri — i) k€ N)

dizisi verilsin. O zaman
t; = (tk,ik: ke N), xT; = (I]w'ki ke N),

ve
T, 1= (xk,ikfl: ke N)

tanimlanabilir. Burada bir £ i¢in girdiler tanimsiz olabilir, ama
1 < i < ny ise tammhidir, ve 1 < [¢] < [n] ise

kiimesi biiyiiktiir. Bu durumda [¢;], [x;], ve [x;_1] iyitanimh-
dir, ve
[zi1] < [ti] < [zi].

Ayrica
il = 1] = [t =[ts] & [ = [z;) & [2ina] = 2]
Simdi
Z J(tei) (@ — Tpio1): k€N

15



gergeliistii sayisi

toplami olarak ve kisaca
RT(f,T,X)
yazilabilir. Eger her durumda
[zi] =~ [2i-1]

ise, o zaman toplam, [a,b] araliginda f’nin sonsuz bir Ri-
emann toplami densin. O zaman

{[@o], [z1], ..., [@a]}

kiimesi, yani
{[]: 1] € "w & [i] < [n]}

kiimesi, [a, b] araliginin sonsuz bir pargalanmasidir.

Eger [a, b] arahginda f’nin her sonsuz Riemann toplami ayni
I gergel sayisina sonsuzyakin ise, o zaman I, [a,b] arahginda
f’nin integralidir, ve

]:/abf:/abf(x)dx

Teorem 25. Eger bir fonksiyon bir aralikta strekli ise o ara-
likta fonksiyonun integrali vardr.

yazilir.

16



Kanat. Bir RT(f, T, X) sonsuz Riemann toplami verilsin. Te-
orem 19 sayesinda her [xy 1,z ;] arahginda f'nin en kiigiik
degeri bir ¢ ; noktasinda ve en biiyuk degeri bir dj, ; noktasinda
alimir. Bu durumda

RT(f,C, X)=RT.(f,X), RT(f,D,X)=RT"(f,X)
olsun. O zaman
RT.(f, X) < RT(f,T,X) < RT*(f, X).
Ayrica her k igin, bir jj icin,

maks (f(dii) — flcri)) = f(dri,) — f(Crip),

1<i<ng,

dolayisiyla
RT*(f, X) = RT.(f, X) < (fld;] = "fle;]) (b — a).

Ayrica [d;] ve [¢;] sonsuzyakindir, ¢linkd [x;_1] ve [z;]'nin
arasindadir. Bundan dolay1 f siirekli oldugundan

"fld;] =" fle;] = 0,
ve sonug olarak
RT.(f, X))~ RT(f,T,X) ~ RT*(f, X).
Eger farkli bir Y sonsuz pargalanmasi verilirse, o zaman
RT.(f, X) < RT.(f,XUY) < RT*(f, X UY) < RT*(f, X)

Bundan dolay1 [a, b] arahginda f’nin biitiin sonsuz Riemann
toplami sonsuzyakindir. O

17



Tanima gore

[o=-[r
/abf=/acf+/cbf.

Teorem 27. Eger f sirekli ise, o zaman

%/:fzf.

Kamt. F(z) = [ f olsun, ve [h], sifir olmasin ama sonsuz-
kii¢iik olsun. Eger hj # 0 ise, o zaman f siirekli oldugundan
[z, x 4+ hg] veya [x + hy, x| arahginda, f en kiigiik degerini bir
¢, noktasinda, ve en biiyiik degerini bir dj noktasinda, alir. O
zaman

Teorem 26.

F(x+h
fler) < % < fldk),
k
dolayisiyla
. F(z+ |h .
i < TR gy
[h]
[stedigimiz sonug gikar ciinkii [¢] ~ = ~ [d]. O

Ek

10 Cebir

Cebir agisindan N'nin altkiimeleri, bir Boole halkas: olugturur,
ve N'nin kiigiik altkiimeleri, o halkanin asal bir ideali (prime
ideal) olugturur. Her halkanin asal bir ideali var oldugu, Se¢im

18



Aksiyomu ile kanitlanabilir, ama bu aksiyomdan az giigiidiir

[2].
Ayrica {z € RY: 2 ~ 0} kiimesi, RN halkasinin asil olmayan
(non-principal) asal bir idealidir, ve

‘R=R"/{z e RY: z ~ 0}.

Eger tam tersine P, RN halkasinin asil olmayan asal bir ideali
ise, o zaman N'nin kii¢lik altkiimeleri, P'nin a elemanlar: i¢in

{kENi&k#O}

olarak tanimlanabilir.

*R cisminin sonlu elemanlari, bir O degerlendirme halkasi
(valuation ring) olugturur, ve bunun 9t maksimal idealinin
elemanlari, *R’nin sonsuzkiigiik elemanlaridir. Bu durumda ta-
nim kiimesi R olan

re [ x4+ M

gondermesi, O /M iistiine bir ¢ izomorfizmasidir, ve [a] sonlu
ise o !([a] + M), [a)'mn standart pargasidir.

11 Epsilon-delta tanimi

Teorem 28. f’nin a’daki limitinin L olmast i¢in lim, f = L
gerek ve yeter bir kosul, R’de her pozitif € i¢cin, bir pozitif ¢
wein, her x i¢in

O0<|z—a|<d = |f(x)—L|<e.

Kanat. 1k olarak verilen kosulun dogru olmasini varsayalim.
Bir @ dizisi i¢gin [x] ~ a ama [x] # a olsun. O halde *f[x] ~

19



L gosterecegiz. Simdi e, pozitif gercel bir say1 olsun; {k €
N: |f(xr) — L| < e} kiimesinin biiyiik oldugunu géstermek ye-
ter. Varsayima gore pozitif gergel bir 0 i¢in o kiime {k € N: 0 <
|z, — a] < ¢} kiimesini kapsar; ayrica bu kiime biiytiktiir.

Tam tersine €, pozitif gercel bir say1 olsun. Miimkiinse her
pozitif gergel ¢ i¢in, gergel bir x i¢in,

O<|z—a|l<d & |f(x)—L| >«

olsun. O zaman bir & dizisi i¢in her k£ sayma sayisi i¢in
1
0<l|zg—al < T & |f(zg) — Ll > e.

Bu durumda [x] ~ a ve [x] # a, ama *f[x]| % L. O
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