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Okura Not

Bu metinde, gercel analizin temel kavramlarini ve teoremlerini
“standart olmayan,” sonsuzkii¢ciik yontemi ile en basit sekilde
aciklamaya caligiyorum.

Boliim 4’te Spivak’in “ii¢ zor teoremi” 8, sayfa 108|, Teorem-
ler 27, 28, ve 29 olur.

Ogrencilerden bazisi “standart,” epsilon-delta yontemi, ba-
z1s1 sonsuzkiiclik yontemi tercih edebilir. Bundan dolay1 bir
ogretmen, yontemlerin ikisini bilmek zorundadir.

Epsilon-delta ve sonsuzkii¢iik yontemlerin denkligini, Boliim
1’den sonra, sadece Boliim 6’da bahsedecegim.

Metinde bir teoremin kanit1 yoksa, teoremi kanitlamayi size
birakmigtim.

Teknik terimler, talik olabildigi halde tanimlaninca siyah-
tir. Ingilizceden gelen terimler, egimlidir.

Abraham Robinson sonsuzkiigiik yontemi sert (rigorous) bir
sekilde meydana koydu [7]. Keisler |6, 5] ve Henle ile Kleinberg
[3] tarafindan yazilmig sonsuzkiiciik yontemi kullanan ders ki-
taplar1 vardir.
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1 Giris

Epsilon—delta yontemini kullanmadan limitleri tanimlayip kal-
kiiliisiin temel teoremlerini kanitlayacagiz.

Geleneksel, “standart” tanima gore bir a noktasinda bir f
fonksiyonunun limitinin L olmasi i¢in, yani

limf =1L
icin,
Ve <€>O—>E|5 ((5>O/\Vx

O<|z—al<é—|f(x)—L| <5)))
kosulu yeter ve gerektir. Onekli yasal bicimde kosul

VedoVz (e>0—=86>0A
(O<|x—a|<5—>|f(x)—L\<5)) (1)

olur. Burada {i¢ niceleyici vardir: Ve, 39, ve Vz. Kogul (1)’in
yerine niceleyicilerden ikisini ¢ikararak

V[x] ([x] ~ a Ax] # a = "flx] ~ L) (2)
kosulunu kullanacagiz. Burada
o x, bir (zx: k € N) dizisidir;

e bir D denklik bagmtisina gore [x], ’in denklik sinifidir;



e x D yicin {k € N: 2 # y;} kiimesinin sonlu olmasi
yeter;
e a, (a,a,a,...) sabit dizisinin [a,a,a,...] denklik sinifi

olarak sayilir;
o “fla] = [f(zx): k € NJ;
o ~. sonsuzyakinlik denklik bagintisidir;

e [z|~ [y] i¢in {k € N: |z — yx| > 1/n} kiimesinin her n
sayma sayisl i¢in sonlu olmasi yeter.

Yukarida @ D y ve [x]| = [y] i¢in verilen yeter kogullar gerekli
de olarak alinirsa, o zaman kosullar (1) ve (2) denktir. Ashnda
kullanacagimiz tanima gore

e x D yicin {k € N: z; = y;} kilmesinin biyik olmas
gereklidir;

e [x] ~ [y] i¢in {k € N: |z — yx| < 1/n} kiimesinin her n
sayma sayisi i¢in biiyiik olmasi gereklidir.

Burada N'nin altkiimelerinden
1) hig sonlu kiime biiyiik degildir;
2) biiyiik olmayan bir kiimenin tiimleyeni biiyiiktiir;
3) iki biiyiik kiimenin kesigimi de biiytiiktiir.

Bu tamm altinda [x] simflar1 R’yi kapsayan, R'nin bazi 6zel-
liklerini paylasan, dogrusal siralanmas bir cisme olusturur.
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2 Gercel sayilar

2.1 Gergel sayilar

Tam dogrusal siralanmas bir R cisminin var oldugunu varsa-
yiyoruz; R'nin elemanlari, gergel sayilardir (veya reel say:-
lardur).

1. Dogrusal siralanmig oldugundan R’nin elemanlari, bir
dogru olusturur. Eger a, b’'nin solunda ise, a < b veya
b > a yazilir. Bu durumda a, b’den kiigiiktiir ve b, a’dan
biiyiiktiir. Her durumda

a £ a,
a<bANb<c—a<c,
a<bVa=bVa>b.

2. Dogru olarak R tam oldugundan, eger Sekil 1’deki gibi
gercgel sayilar dogrusu iki parcaya kirilirsa, o zaman par-
¢alarin birinin u¢ noktasi vardir. Demek R’nin her bos
olmayan, tistsinir: olan A altkiimesinin en kii¢iik {istsiniri
veya supremumu vardir, yani

Jrrxe ANTaVy(ye A—y<x)—
Jx (Vy(yEA—m;gx)/\

Vy(Vz(zGA—)ZSy)%$<y)>



@ O

Sekil 1: Gergel sayilarin tamlig

veya
drgxg € AN Ty Vg (20 € A — 29 < 17) —
dxs (Vm (xg € A— x4y <a3) A
Vs (Vx6 (x6 € A — 26 < 5) = 3 < x5)>

veya

V(l'(),l'l) El(l‘g,l’g) V(l'4,l’5) ELTG
(xOGA/\(xQGA—>x2<I1)—>
(x4 € A— x4y <a3) A

((xg €A—xs<a5) > 13 <x5)>.

R’nin tamhigini Teorem 11’de kullanacagiz.
. R bir cisim oldugundan toplama ve ¢arpma iglemi var-
dir, ve ayrica

a) toplama altinda R abelyan bir gruptur, yani her
durumda

a+b=b+a,
a+(b+c)=(a+b)+c,

a+0=a,

a+ (—a)=0;

2 Gergel sayilar



b) carpma altinda R ~\ {0} abelyan bir gruptur, dola-
yisiyla her durumda

ab = ba,
a(bc) = (ab)c,
a-1=a,
a-a b= 1;

c¢) toplama iizerinde ¢arpma dagilir, yani

a-(b+c)=ab+ ac.
4. 0’dan biiyiik olan gerger sayilar pozitiftir; kiiciik olan,
negatiftir.

5. R dogrusal siralanmis bir cisim oldugundan iki po-
zitif elemanlarin toplami ve ¢arpimi da pozitiftir, yani

a>0ANb>0—=a+b>0Aab>0.

2.2 Sayma sayilan
R’nin

1) 1€ A,

2) Ve (r e A—ax+1€A)

kosulunu saglayan bir A altkiimesi tiimevarimhidir. R’nin
en kii¢iik tiimevariml altkiimesi, N olur, ve onun elemanlari,
sayma sayilaridir. Tanimdan eger N'nin bir A altkiimesi tii-
mevariml ise, o zaman A = N olur: o kanitlama yontemi,
tiimevarimdir.

2.2 Sayma sayilari 9



Teorem 1. N={1}U{z+1: 2z € N}.

Kanat. {1}U{x+1: x € N} hem tiimevarimhidir, hem de N'nin
bir altkiimesidir. O

Teorem 2. N iyistralidir, yani N’'nin her bos olmayan alt-
kiimesinin en kicik elemans vardar.

Teorem 3. N'de ejer k < n ise, o zaman k+1 < n.

Kanit. Miimkiinse {x e N: Jy (y e NAz <y <z +1)} bos
olmasin. Teorem 2’den kiimenin en kii¢iik elemani & olsun. O
zaman {r € N: x < kV k < x}, tiimevarimhdir. O

Teorem 4 (Ozyineleme). A CR, be A, ve f: Nx A — A
olsun. O zaman bir ve tek bir g icin

e - N— A
e g(1) =0,
e hern sayma sayist i¢in

g(n+1) = f(n,g(n)).

Kanat. Once ¢g'nin tek oldugunu gosterecegiz. Eger ¢, ve ga,
g'nin oOzelliklerini saglarsa, o zaman

e ¢;’in ve go'nin tamim kiimesi N'dir,

e 91(1) = b= gy(1),

e her n sayma sayisi i¢in

91(n) = g2(n) —
gi(n+1) = f(n,g1(n)) = f(n, g2(n)) = g2(n + 1).

10 2 Gergel sayilar



Boylece {x: g1(z) = go(z)} kiimesi, hem N’nin bir altkiimesi-
dir, hem de tiimevarimhdir. Sonu¢ olarak o kiime N’dir, dola-

yisiyla g1 = g9 olur.
Benzer sekilde her n sayma sayisi i¢in, en ¢ok bir h,, i¢in,

o h,: {l,....n} > R,
e h,(1) =0,
e cger 1 < k < n ise, o zaman
hn(k +1) = [ (hn(K)).
Ayrica en az bir h, 'nin verilen 6zellikleri vardir, ¢iinkii
1) hy = {(1,b)} olabilir,

2) eger bir m igin h,, varsa, o zaman Teorem 3 sayesinde

Byt = hum U {(m +1, f(m, hm(m)))}

olabilir.

Simdi her n igin
olsun. ]

2.3 Arsimet ozelligi
Tanima gore

Z=NU{0}U{—z: 2z e N},

2.3 Arsimet ozelligi 11



ve Z'nin elemanlar1, tamsayilardir. Hem toplama hem de
carpma altinda kapali oldugundan ve 1’i icerdiginden 7Z bir
halkadir. Eger R’de Z'nin a iistsinir1 varsa, o zaman a — 1 de
Z’nin q tistsimiridir. Bundan dolay1 Z’'nin supremumu yoktur.
Sonug olarak R’de Z, sinirl degildir. Boylece R'nin Argimet
ozelligi vardir.

Oklid diizleminde Oklid’in Ogeler’indeki gibi iki dogru par-
cas1 egit olabilir. Bu esitlikten iki yonlendirilmis dogru parca-
sinin egitligini elde edebiliriz. Aslinda eger ABC'D bir paralel-
kenar ise, o zaman AB = D(C; eger ayrica F ve F', AB dogru-
sunda ve ABEF de bir paralelkenar ise, o zaman AB = EF.
Esitlige gore yonlendirilmig bir dogru parcasinin denklik sinifi,
bir vektirdir. Tki vektor toplanabilir, ve vektorler abelyan bir
grubu olugturur.

iki paralel vektor karsilastirilabilir. Arsimet 6zelligine gore
daha kii¢ligiiniin bir kat1, digerinden biiytiktiir.

Tki paralel vektoriin oran: vardir. Ogeler’in 5. ve 6. kitabinda
bulunan orantilar kuramina goére oranlar, Thales Teorem:i’ni
saglar. Bir vektorii birem olarak tamimlayarak, birime para-
lel olan iki vektoriin carpimini tanimlayarak, Descartes, sira-
lanmig bir cismi elde etti [1]. Arsimet 6zelligini kullanmadan
Hilbert, ayni sonugu elde etti [4].

12 2 Gergel sayilar



3 Gerceliistii sayilar

3.1 Biiyiik kiimeler

Her eleman1 N'nin bir altkiimesi olan, asagidaki kogullar1 sag-
layan bir o7 kiimesi, N iizerinde bir filtredir:

1. Ne .

2. ) ¢ .

3. Be # N\BCCCN—=(Ced.

4. Be da NCed - BNC e .
Ornegin N'nin altkiimesi olan, tiimleyeni sonlu olan kiimeler, N
tizerinde Fréchet filtresini olusturur. Sayfa 36’da bahsedilen
Zorn Lemmasi’'na gore N {izerinde Fréchet filtresini kapsayan,
maksimal (daha biiyligii olmayan) filtreler vardur.

Ik ve son olarak N dizerinde maksimal bir filtre segilsin. Ele-
manlarina biiyiik (veya ¢ogunluk) densin, ve N'nin diger alt-

kiimelerine kiigiik densin. O zaman

e N'nin her altkiimesi ya biiyiik ya da kii¢iiktiir, ama ikisi
degildir;

e N'nin biiyiik bir altkiimesinin tiimleyeni kiigiiktiir.

13



3.2 Diziler ve denklikleri
N’den R’ye giden bir fonksiyon, bir dizidir. Diziler
RN
kiimesini olugturur. Ayni dizi
e ya (ay: k € N),
e va da (ay,as,as,...),
e ya da kisaca a

olarak yazilir. Girdilerine gore iki dizinin toplamini ve ¢arpi-
mini

a+b=(ax+0b:keN), ab = (a3by: k € N)
kurallarini kullanarak tanimlariz. Simdi tanima gore
a Db+ {keN: a, = b} biiytiktiir (3)
olsun.

Teorem 5. D bagintisy bir denklik bagintisidir.

Verilen D bagmtisina gore bir a dizisinin denklik smifi [a]
olarak yazilsin. Boylece

[a] = {x € R": a D z}.

Biitiin dizilerin denklik siniflar1, *R kiimesini olustursun. Boy-
lece
‘R = {[z]: z e R"}. (4)

14 3 Gergeliistii sayilar



Teorem 6. D bagintise, RN halkasinin islemlerine saygr gos-
terir, yani

aDcANbDd—-a+bDc+dANabD cd.
Bu sekilde *R, iyitanimlanmas bir cisim olur. Ayrica
l[a] < [b] > {k € N: a < b} buyiktir

kuralina gore *R, iyitanimlanmas siralanmis bir cisim olur. Bu
stralanmas cisme
e S R

kosegen gommest ile R gomdiliir.

*R cisminin elemanlarina gergeliistii (hyperreal) denebilir.
*R’nin bir altkiimesi olarak R’yi, Teorem 6’y1 kullanarak dii-
stinecegiz; boylece her gercel say1, gerceliistiidiir.

3.3 Sonsuz ve sonsuzkiiciik sayilar
Her gercel say1 gibi her [a] gergeliistii sayisiin,

la] > 0 ise

[a] | _
[a] < 0ise —[a] } = [la]]

kuralini saglayan HaH mutlak degeri vardir. Eger gerceliistii
bir sayinin mutlak degeri

e bir pozitif gercel sayidan kiigiik ise, o zaman gerceliistii
saylya sonlu densin;

e her pozitif gergel sayidan kiigiik ise, o zaman gerceliistii
saylya sonsuzkiigiik (infinitesimal) densin.

3.3 Sonsuz ve sonsuzkiigiik sayilar 15



Ornek 1. 0 sonsuzkiiciiktiir, ama hic basgka gercel say1 son-
suzkii¢iik degildir.

Sonlu olmayan gergeliistii bir say1, sonsuzdur.

Ornek 2. [k: k € NJ, sonsuz gergeliistii bir sayidir. Sonug
olarak *R’nin Argimet 6zelligi yoktur.

Ornek 3. [k~': k € N, sonsuzkiiciik gerceliistii bir sayidir.
Teorem 7. Sifir olmayan bir [a] gercelisti sayisi i¢in

[a] sonsuzkiiciiktir <+ [a]™" sonsuzdur.

3.4 Sonsuzyakinhk
Tanima gore
la] = [b] +> [a] — [b] sonsuzkiigliktiir
olsun.
Teorem 8.
1. *R cisminde = bagintisy bir denklik bagintisidr.
2. la] = 0 < [a] sonsuzkii¢iktir.
3. la] = [b] < [a] — [b] = 0.

Eger [a] ~ [b] ise, 0 zaman [a] ve [b] birbirine sonsuzya-
kindir (infinitely close).

Ornek 4. Esit gerceliistii sayilar birbirine sonsuzyakindir.

Teorem 9. [ki farkl gercel say: sonsuzyakin olamaz.

16 3 Gergeliistii sayilar



Teorem 10. Gergel bir sayiya sonsuzyakin olan her gerceliisti
say sonludur.

Simdi Teorem 10’un tersini kanitlayacagiz.

Teorem 11. Her sonlu gergeliisti say, gercel bir sayiya son-
suzyakindar.

Kanat. Sonlu bir [a] verilsin, ve [a] > 0 olsun. (Diger durumda
—[a]’ya bakariz.)
{reR:z<a]} =4
olsun. O zaman
VeVy (x <yANy€eA—xzeA).

Ayrica 0 € A, ama (sonlulugun tammindan) A'nin tstsinir:
vardir, dolayisiyla R’nin tamhigindan A’nin supremumu vardir.
O supremum b olsun. O zaman her n sayma sayisi i¢in
b— 1 €A, b+ = ¢ A,
n n
dolayisiyla

1 1
b—~<la] <b+ -
n n

Sonug olarak b ~ [a]. O

Kanitta bulunan b, [a]'nin standart pargasidir (standard
part).
Teorem 12. Eger [a] = [c], [b] =~ [d], ve [e] sonlu ise, o
zaman

[a] + [b] = [c] + [d], [a]le] ~ [c][e].

Teorem 13. Eger [a] = [c] ve |a] sonsuzkii¢ik degilse, o za-
man
[a]™! ~ [e]".

3.4 Sonsuzyakinlik 17



4 Siureklilik

4.1 Kiimeler ve cesitleri

“R, R'nin bdyiitmesidir. Daha genelde, eger A C R ise, o za-
man *R'nin (sayfa 14’teki) tanim (4)’tinde R'nin yerine koya-
rak A'nin *A biiylitlemesini elde ederiz. Boylece

{[x]: © € AN} ="A.
Teorem 14. Ejer A C R ve B C R ise, o zaman
*AU'B =*(AU B), AN'B="(A\ B).

Elemanlar: gercel say1 olan bir kiimenin biiyiitlemesinin her
sonsuzyakin olan gerceliistii sayiy1 icerdigi gercel bir sayi, kii-
menin i¢ noktasidir. Boylece bir a gergel sayisinin R’nin bir
A altkiimesinin i¢ noktasi olmak i¢in

Vx| ([z] ~ a — [z] € *4),
gerek ve yeter bir koguldur.
Teorem 15. Eger pozitif bir § igin
(a—d,a+3d) C A
ise, o zaman a, A’nin bir i¢ noktasidur.

Kanit. Eger [x] =~ a ise, o zaman [x] € *(a — §,a + 0), dolay1-
siyla [x] € *A. O

18



Teorem 15’in tersi, sayfa 36’daki Teorem 41’dir.
Elemanlar1 gergel say1 olan, her elemani bir i¢ noktasi olan
bir kiime agiktir. Boylece bir O kiimesinin agik olmasi i¢in

Vo V[y] (z € O Nz = [y] — [y] € 0),
gerek ve yeter bir koguldur.
Teorem 16.
1. Her a¢ik arabik, acik bir kiimedir.
2. Agik kiimelerin birlesimi de agiktor.
9. Iki agik kiimelerin kesisimi de agiktor,

Acik bir kiimenin tiimleyeni kapalidir. Teorem 14 sayesinde
bir F' kiimesinin kapali olmasi i¢in

Vx| Vy ([&] € F Azl =y —y€eF),
gerek ve yeter bir kosuldur.
Teorem 17.
1. Her kapaly aralik, kapaly bir kiimedir.
2. Kapali kiimelerin kesisimi de kapalidur.
9. Iki kapaly kiimelerin birlesimi de kapalidur.

Teorem 18. R’nin bir A altkiimesinin swrle olmast icin
*A’nin her elemaminin sonlu olmasi, gerek ve yeter bir kosul-
dur.

4.1 Kiimeler ve ¢egitleri 19



Teorem 19. R nin bir K altkiimesinin siniwrly ve kapalr olmast
1¢In

V[z] Jy ([z] € 'K — [z] my Ay € K),
gerek ve yeter bir kosuldur.

Teorem 2o0. R’nin kapali ve sinirly olan bir altkiimesinin en
biiyik ve en kii¢iik elemany vardar.

Kamt. K, R’nin kapali ve sinirli olan bir altkiimesi olsun.

e K smirh oldugundan b supremumu vardir. Her n sayma
sayisi i¢in, K'nin bir a,, elemani i¢in,

1
b——<a, <.
n

O halde [a] € *K ve [a] = b.

e K kapali oldugundan b € K. O

4.2 Dogaliistii sayilar
N, R'nin altkiimesi oldugundan N'nin
*N
biiytitlemesi vardir. O zaman N gibi *N, tiimevarimlhdir.
Ornek 5. [k: k € N] € *N~ N.
Bununla birlikte *N’de tiimevarim bir gekilde kullanilabilir:

Teorem 21. Eger N’nin bir A altkiimesinin *A biytitlemesi
timevarimly ise, o zaman *A = *N, dolayisiyla A = N.

20 4 Stireklilik



Kamit. *A tiimevarimli oldugundan
1) 1 € *A, dolayisiyla 1 € A;

2) eger n € A ise, o zaman n € *A, dolayisiyla n 4+ 1 € *A,
dolayisiyla n + 1 € A.

Timevarimdan A = N, dolayisiyla *A = *N. O

Ornek 6. N, *N'nin tiimevarimh bir altkiimesidir, dolayisiyla
N'nin her A altkiimesi i¢in *A # N.

Teorem 22. *N = {1} U{[z] + 1: [z] € *N}.

Kanat. Ya Teorem 21’1 kullanabiliriz, ya da asagidaki hesap-
lamalarz:

{1} U{[x] + 1: [x] € *"N}

={1}u*{z+1:zeN} [Teorem 23]
="{1}U{zr+1: x € N}) [Teorem 14]
=*N [Teorem 1]. O

Dogal sayilar kiimesi w (omega) ile yazalim. O zaman
w=1{0,1,2,...} ={0}UN

ve ayrica

*w= {0} U"N.

Burada *w’nin elemanlarina dogaliistii say1 densin. Her do-
gal say1, dogaliistii olarak diisiiniilebilir.

4.2 Dogaliistii sayilar 21



4.3 Fonksiyonlar ve limitler

Bir kiimeninki gibi bir fonksiyonun biiyiitlemesi vardir.

Teorem 23. Ejer A C R ve f: A — R ise, o zaman iyita-
nimlanmas bir *f icin

fi*A = 'R,
ve *A’nin her [x] elemana igin
flae] = [f(zx): k €NJ. (5)
Ayrica
“(flA]) ="fIA]. (6)

Kamit. Verilen f fonksiyonu, elemanlar: (a, f(a)) sirali ikisi
olan bir kiimedir. O halde fN'nin elemanlar, a € AN olmak

<(ak, flap)): k€ N)
dizileridir. Tanim 3 gibi bir tanima gore
<(ak, Fla)): k€ N) D <(bk, Flb)): k € N) o
{k € N: (ar, flar)) = (br, f(be)) | biyiiktiin
olsun. O halde
{k e N: (&k, f(ak.)) = (bk, f(bk))} =
(keN:a,=b}n{keN: fla)=fb)}

oldugundan

((ar. f(ar)): k € N) D ((bp. f(br): k €N)
la] = [b] A [f(a): k € N] = [f(by): k € N].

22 4 Stireklilik



Boylece *f, (5)’teki gibi olarak anlagilabilir, ve bundan (6) ¢1-
kar. O

Simdi
ACR, a€ A, f: AxA{a} = R, LeR
olsun. Eger
Viz] ([x] € ‘AN A{a} A[z] = a — *f[x] = L)
ise, o zaman L, f’nin a’daki limitidir. L limitini

lim f(x) veya lim f

T—a

ile yazariz. Limit tanimimizin “standart” tanima denk oldu-
gunu, Sayfa 38’de Teorem 42’de kanitlayacagiz.

Teorem 24. lim, f = L ve lim, g = M 1ise

lim(f+g) =L+ MAlim(fg) = LM.

Kanat. Eger [x| =~ a ve [x] # a ise, 0 zaman varsayima gore
fle]~ L, ‘glx] = M.

Ozellikle Teorem 10 sayesinde *f[z] sonludur. Simdi Teorem
12 sayesinde

Sl +glwl~ L+ M, fle]yle] ~fle]M ~ LM. O
Teorem 25. lim, f = L ve L # 0 ise

1 1
lim— = —

o f L
Kamit. Teorem 13. 0
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4.4 Sireklilik

e Tamim kiimesi bir a noktasini iceren bir f fonksiyonu
icin, eger
lim f = f(a)

ise, o zaman f, a’da siireklidir. Boylece tanim kiimesi
A olan ve a’y1 igeren bir f’nin a siirekli olmasi igin

Viz] ([x] € "AA [x] = a = *f[z] ~ f(a)),
gerek ve yeter bir kosuldur.

e Tanim kiimesi bir A kiimesini kapsayan, A'nin her nok-
tasinda siirekli olan bir fonksiyon, A’da siireklidir.

e Kendinin tanim kiimesinde siirekli olan bir fonksiyon,
siireklidir.

Ornek 7. Her sabit fonksiyon siireklidir; 6zdeslik fonksiyonu
siireklidir. Sonug olarak

e Teorem 24 sayesinde her polinom fonksiyonu siireklidir;

e Teorem 25 sayesinde her kesirli fonksiyonu stireklidir.

Ornek 8. Eger kapali olan, simirli olmayan [0,00) araliginda
f(x) = x? ise, f'nin siirekli oldugu halde

k+ k' keN=~k:keN],
“flk +k ' ke N ="*f[k: ke N +2.

Ornek g. Eger siirh olan, kapali olmayan (0,1] arahginda
f(z) = 27! ise, fnin siirekli oldugu halde

ntine N~ [(n+1)"n e N,
finhneN +1="f[(n+1)"":neN].
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Teorem 26. f’nin kapali ve sinirly bir A kiimesinde stirekli
olmasu i¢in *A’nin tim sonlu [x] ve y] elemans i¢in

V([=], [y]) ([x] € AN [y] € AN
2] = [y] = flz] = *fly]),
gerek ve yeter bir kosuldur.

Teorem 27 (Aradeger). Eger f, [a,b] de strekli ve
(f(a) —c)(c— f(b)) >0
1se, o zaman bir d i¢in
a<d<bA f(d)=-c. (7)

Kamit. f(a) < ¢ < f(b) varsayilabilir. Istedigimiz d gercel
sayist bir [d,: n € N] gerceliistii sayisinin standart pargasi
olacak.

Her n sayma sayis1 icin

b—a
2n71

Op =

olsun. O zaman

0
(51:b—a, 5m+1:7-

Teorem 4’1 kullanarak
1) a = dl,

2) fldm 4 0mi1) <cise dp +0mir | d
¢ < f(dm + O6myr) ise  dy, o md
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olsun. Tiimevarimdan her n sayma sayis1 i¢in
a<d, <d,+ 0, <D, f(dy) <c< f(dy+ 6y).
Sonug olarak
“fldn,: neN] <e<*fld, +d,: n €N,
ama [0,,: n € N] sonsuzkii¢iiktiir. Teorem 26 sayesinde
“fld,: n € N] = *f[d,, + 0,,: n € N].

Bundan dolay1
“fld,: n € N] = c.

Simdi d, [d,: n € N| gergeliistii sayisinin standart pargasi ol-
sun. O zaman

f(d) = *f[d,: n € N]|,
dolayisiyla (7) saglanir. O

Ornek 10. [1,00) araligi kapalidir ama smirh degildir; (0, 1]
aralig1 kapali degildir ama simirhdir. Siirekli z — 2! fonksi-
yonu altinda verilen araliklarin her biri, digerin imgesidir.

Teorem 28. Siirekli bir fonksiyon altinda kapal ve sinarl olan
bir kimenin imgesi de kapalr ve sinarhdar.

Kanat. Kapali ve sinirli olan K kiimesinde f siirekli olsun, ve

a] € *(f[K])

olsun. Teorem 23 sayesinde

(fIK]) = "fTK],
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dolayisiyla bir [b] i¢in
[b] € °K, /6] = lal.
Bu durumda Teorem 19 sayesinde bir b igin
be K, [b] =~ b.

K’de f stirekli oldugundan

Tekrar Teorem 19 sayesinde *(f[K]) kapali ve simirhdir. O

Teorem 29 (Maksimum-minimum). Kapale ve sinurly bir ki-
mede strekli bir fonksiyon en biyik bir degeri ve en kii¢ik bir
degeri alor.

Kanat. Teoremler 20 ve 28. O
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5 Hesaplama

5.1 Tiirevler

Eger
o 1) = f(a)
z—a T —a
varsa,
f'(a)

olsun. Bu gekilde tanimlanan f’ fonksiyonu, f’nin tiirevidir.
Eger [h] sonsuzkiigiik ama 0 degilse, o zaman f’(a),

"fla+[h]) — fla)
[h]
boéliimiiniin standart parcasidir. Bu standart parca

df(z)
T (@)

olarak da yazilabilir.

Teorem 30. d1/dx=0vedz/dx = 1.
Teorem 31. (f+g) =f+4".

Teorem 32. (fg) = f'g+ fq'.

Kanat. Teorem 24’1 kullanarak

fla)g(a) — f(z)g(z) _ f(a)g(a) —g(x) | [fla) = f(2)

a—x a—x a—x

esitliginden istedigimiz sonucu elde ederiz. O
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Ornek 11. Teoremler 30, 31, ve 32 sayesinde

d(ap + a1z + - - + a,z™)
dz

Teorem 33. Eger f nin tirevi varsa, o zaman f streklidir.

(t) = a1 +agt + - - + na,t" "

Teorem 34 (Rolle). Eger
e [a,b] araliginda f stirekli,
e (a,b) arahginda f’nin tirevlenebilir,
. (@)= S0)
ise, o zaman (a,b) araligimin bir ¢ elemana i¢in
0= f'(c).

Kanat. Teorem 29’a gore [a,b]’de f, en kiiciik degerini bir ¢
noktasinda ve en biiylik degerini bir d noktasinda alir. Bu nok-
talarin biri ne a ne b’dir; ¢ olsun. O halde z € [a, ¢) ise

flz) = f(o)

r —cC

<0,

dolayisiyla f'(¢) < 0. Ayn1 zamanda = € (c, b] ise
f(x) = f(c)
r—c

dolayisiyla f'(c) > 0. O

2 0,

Teorem 35 (Ortadeger). Eger bir [a,b] araliginda fnin tirevi
varsa, o zaman araligin bir ¢ elemant i¢in

f(b) — f(a)

2 e,
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Kanat. Tanimlayan denklemi

b) — f(a
o(@) = f(@) - O I,
—a
olan g fonksiyonu ile Teorem 34t kullanin. O

Teorem 36. Bir aralikta eger f' = ¢ ve f(a) = g(a) ise, o
zaman f = g.

Kanat. Eger f(b) # ¢g(b) ise, o zaman Teorem 35 sayesinde
[a, b] veya [b, a] araliginin bir noktasinda f — ¢ fonksiyonunun
f— ¢ tirevi sifir degildir. O

5.2 Integraller

Tanim kiimesi bir [a, b] kapall sinirli araligini kapsayan bir f
fonksiyonu igin, eger bir n sayma sayisi i¢in bazi x; gercel sa-
yilari

a=rg<T1<--<x,=>b

kogulunu saglarsa, o zaman {xg,x1,...,z,} kiimesi, [a,b]'nin
bir parcalamasidir. Eger ayrica bazi t; i¢in

Ti1 S S (8)
ise, 0 zaman

Zf(tz‘)(l“i — Ti-1)

toplamyi, [a, b] araliginda f'nin bir Riemann toplamdir.
Simdi ¢ — x; veya x, tanim kiimesi w olan, artan bir fonk-
siyon olsun, ve bir n sayma sayisi i¢in

a=20< 01 < ...<T,=Tp1=...=0
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olsun. O zaman yukaridaki gibi {z;: i € w}, [a, b]'nin bir par-
calamasisidir. Eger ayrica ¢ — t; veya t, tanim kiimesi N olan
bir fonksiyon ise, ve her i sayma sayisi igin esitsizlik (8) dogru
ise, o zaman yukaridaki Riemann toplami

Z ft)(z; — x-1)

bi¢iminde yazilabilir.
Simdi her k£ dogal sayisi i¢in x ve ti, yukaridaki gibi x ve t
fonksiyonu olsun. O zaman girdileri Riemann toplami olan bir

<§: f(tri) (g — Tpio1): b € N)

=1

dizisi vardir. Ayrica N'"’nin bir n elemam icin, her k sayma
say1sl i¢in,
Tkny = Thnp+1 = -+ = b.

Bu durumda yukaridaki, girdileri Riemann toplami olan dizi

(Z ftei)(Tpi — Tpio1): k € N)

olur.
Simdi N"'nin her ¢ elemani icin

t; = (tk,ik: k€ N), Tr; = (.CEk,iki k€ N),

ve
;1= (xk,ik—1: ke N)

olsun. Bu durumda
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ve

Eger ayrica

ise, ve benzer gekilde
X = {[‘TO]a [mlL ) [wn]}
ise, 0 zaman
ny
Z f(tri) (@ — xpim1): k€N
i=1
gerceliistii sayisi

[n]

> fltal([zi] — [2i-a]) veya RT(f,T,X)
[i]=1
bi¢iminde yazilabilir. Eger her durumda
3] ~ [zi-1]
ise, 0 zaman

e X, [a,b]'nin sonsuz bir pargalamasidir;

e RT(f,T,X), [a,b’de f'nin sonsuz bir Riemann top-
lamadir.

32 5 Hesaplama



Eger [a,b]’de f’nin her sonsuz Riemann toplami ayni I gergel
say1sina sonsuzyakin ise, o zaman I, [a,b]’de f'nin integrali-

dir, ve
1= [s= [ rwas

Teorem 37. Eger bir fonksiyon kapaly sinirly bir aralikta si-
rekli ise, o zaman o aralikta fonksiyonun integrali vardar.

yazilir.

Kanat. Bir RT(f, T, X) sonsuz Riemann toplami verilsin. Te-
orem 29 sayesinda her [z ;_1, x| araliginda f'nin en kiigiik
degeri bir ¢ ; noktasinda ve en biiyuk degeri bir dj, ; noktasinda
aliir. Bu durumda

RT(f,C, X)=RT.(f,X), RT(f,D,X)=RT"(f,X)
olsun. O zaman
RT.(f, X) < RT(f,T,X) < RT*(f, X).
Ayrica her k igin, bir jj icin,

maks (f(d]m) - f(ck,z)) = f(dk,jk> - f(ckvjk)7

1<isng,

dolayisiyla
RT*(f, X) = RT.(f, X) < (*f[dj] = "fle;]) (b — a).

Ayrica [dj] ve [¢;] sonsuzyakindir, ¢iinki [xj_1] ve [x;]'nin
arasindadir. Bundan dolay1 Teorem 26’dan

"flds] = "flegl,
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ve sonu¢ olarak
RT.(f, X))~ RT(f, T, X) =~ RT*(f, X).
Eger farkli bir Y sonsuz parcalamas verilirse, o zaman
RT.(f, X) < RT.(f,XUY) < RT*(f,X UY) < RT*(f, X),
dolayisiyla
RT.(f, X))~ RT.(f,XUY) =~ RT.(f,Y).

Sonug olarak [a, b] arahiginda f’nin biitiin sonsuz Riemann top-
lami1 sonsuzyakindir. O

(o=
/abfz/:ﬂ/cbf.

Teorem 39. Eger f sirekli ise, o zaman

%/:fzf.

Kamt. F(z) = [ f olsun, ve [h], sifir olmasin ama sonsuz-
kii¢iik olsun. Eger h; # 0 ise, o zaman f siirekli oldugundan
[z, x + hg] veya [z + hy, x| arahginda, f en kiigiik degerini bir
¢, noktasinda, ve en biiylik degerini bir d; noktasinda, alir. O
zaman

Tanima gore

olsun.

Teorem 38.

F(x + hg) — F(x)
hy,

flen) < < fldy),
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dolayisiyla

fle]

N

[stedigimiz sonug gikar ciinkii [¢] ~ = ~ [d]. O

Teorem 4o0. Ejer F' = f ise, o zaman

/abf = F(b) — Fl(a).

Kamt. BEger G(x) = [T f + F(a) ise, o zaman Teorem 39 sa-
yesinde G’ = F'. Ayrica G(a) = F(a), dolayisiyla Teorem 36
gore G = F. O
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6 Ek

6.1 Acik kiimeler

Sayfa 18’deki Teorem 15 ve asagidaki Teorem 41 sayesinde
R’nin agik altkiimeleri, baz1 agik araliklarin birlesimidir.

Teorem 41. Bir a gercel sayisinin, R nin bir A altkiimesinin
bir i¢ noktasi ise, o zaman pozitif bir & gercel sayisi i¢in

(a —d,a+ ) C A.
Kamat. Her k sayma sayist icin (a — k™1, a+k~1) araligr, A'nm

elemani olmayan bir z;, gergel sayisini igersin. O halde [x] ~ a,
ama [x| ¢ A. Boylece a, A'nin bir i¢ noktasi degildir. O

6.2 Cebir

Cebir agisindan N'nin altkiimeleri, bir p(N) halkasin olugtu-
rur. Halkamn iki X ve Y elemanimin

e X +Y toplami, (X \NY)U (Y N\ X) simetrik fark: olur;
e XY carpimi, X NY kesigimi olur.

XX = X oldugundan @(N) bir Boole halkasidir. N’nin
kiiciik altkiimeleri, bu halkanin asal bir ideali (prime ideal)
olusturur. Zorn Lemmasi’'ndan her halkanin asal bir ideali var
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oldugu kanitlanabilir. Aslinda kiimeler kuraminin Zermelo—
Fraenkel Aksiyomlari altinda Zorn Lemmasi ve Se¢im Aksi-
yomu denktir ama sadece Asal Ideal Teoremi’nden kanitlana-
maz |2].

{x € RN: £ D 0} kiimesi, RY halkasinin asil olmayan (non-
principal) asal bir P idealidir, ve bu sekilde

“R=R/P.

Eger tam tersine P, RY halkasinin asil olmayan asal bir ideali
ise, o zaman N’nin biiylik altkiimelerini, @ € P olmak tizere

{k € N: a, =0}

kiimeleri olarak tanmimlayabiliriz.

*R cisminin sonlu elemanlari, bir 9 halkasini olugturur. Bu
halka bir degerlendirme halkasidir (valuation ring) ¢iinkii
halkanin tek maksimal 91 ideali vardir. Ashnda

M = {[a]: [a] ~ 0},

*R’nin sonsuzkii¢iik elemanlarinin olugturdugu kiimedir. O za-
man

O/M =R,

Aslinda tanim kiimesi R olan
e [z x,. ]+ M

gondermesi, O /M iistiine bir ¢ izomorfizmasidir, ve [a] sonlu
ise o~ !([a] + M), [a)'mn standart pargasidir.
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6.3 Gercel sayilarin insasi

Simdi P, QY halkasimin asil olmayan asal bir ideali olsun. O
zaman P, maksimal bir idealdir. Olsun

Q=QY/P.
Yukaridaki gibi *Q’niin sonlu elemanlari, maksimal ideali 9t
olan bir O degerlendirme halkasimi olugturur. Tekrar O/

boliimii, tam dogrusal siralanmig bir cisim olur. Bundan dolay1
O /M olarak R’yi tammlayabiliriz.

6.4 Epsilon-delta tanimi

Teorem 42. f’nin a’daki limitinin L olmasi i¢in gerek ve ye-
ter bir kosul, R’de her pozitif ¢ i¢in, bir pozitif § i¢in, her x
$cin
O<|r—a|l<d—|f(z)-L|l<e.

Kanat. 11k olarak verilen kosulun dogru oldugunu varsayalim.
Bir x dizisi i¢gin [x] ~ a ama [x]| # a olsun. O halde *f[x] ~
L gosterecegiz. Simdi e, pozitif gercel bir say1 olsun; {k €
N: |f(zx) — L| < e} kiimesinin biiyiik oldugunu gostermek ye-
ter. Varsayima gore pozitif gergel bir 0 i¢in o kiime {k € N: 0 <
|z, — a] < ¢} kiimesini kapsar; ayrica bu kiime biiytiktiir.

Tam tersine ¢, pozitif gercel bir say1 olsun. Miimkiinse her
pozitif gergel ¢ igin, gergel bir x i¢in,

O<|z—a|<dN|f(z)—L|>¢

olsun. O zaman bir & dizisi i¢in her k sayma sayisi i¢in

1
0<|xk—a|<E/\|f(xk)—L|>5.

Bu durumda [x] ~ a ve [x] # a, ama *f[x]| % L. O
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