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Ozet

Neden koni kesitlerine parabol, hiperbol, veya elips denir.
Why conic sections are called parabolas, hyperbolas, or ellipses.
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1 Parabol, hiperbol, ve elips

Bir koni kesiti, bir koni yiizeyi ile bir diizlemin kesigimi olan bir egridir.
Milattan 6énce 3. ylizyilda Pergeli Apollonius [1, 2|, koni kesitlerine para-
bol, hiperbol, ve elips (yani nopofohn, bnepBoly, ve EMheupic) adlarim
verdi. Bu egrileri ip kullanarak gizebiliriz:

Elipse iki odaktan
giden uzakliklarin
toplami degismez.

a’+b? =,
2 2

x

Yo

a? b2

Hiperbole iki odak-
tan giden uzakliklarin
farki degismez.

Parabole bir odak-
tan ve dogrultman-
dan giden uzakliklar
birbirine egittir, do-
layisiyla odaktan ve
dogrultmana paralel
olan bir dogrudan eg-
riye giden uzaklikla-
rin toplami degigmez.




2 Kelimeler

Parabol, hiperbol, ve elips adlarinin normal anlamlar1 vardir. Bu anlam-
lar, yukaridaki 6zellikleri anlatmaz:

Bddhw (fisl) atmak, firlatmak.
Bolt, (istm) atma, firlatma.
nopaBdhe (fiil) kargilagtirmak, yaklagmak.

nopoPoly (isim) karsilagtirma, yaklagma, iligki, benzeme, benzerlik.
UnepPBdhhe (fiil) gegmek, agmak.

UnepPoly (isim) gegme, agma, fazlalik.

Aelnow (fiil) birakmak, eksik olmak.

Aelhic (isim) eksiklik.

E\elnw (fidl) bir yana birakmak, arkada birakmak.

Enhewpe (isim) eksiklik (bu kelime, [3] kaynaginda degil).

3 Oranlar, orantilar, ve benzerlik

Sinirli dogrular, alanlar, ve cisimler, biiytiikliik 6rnekleridir.

Bir biiytikliik gcogaltilabilir. Her n tamsayisi icin, bir biiyiikligin n kat
vardir. Biiyiikliik A ise, onun n kat,

nA

olarak yazilabilir.

A ile B, biyiikliik olsunlar. Eger bir n tamsayis: i¢in,

nA > B, nB > A



olursa, o zaman biiyiikliiklerin orani vardir. (Bu tanim, Oklid’in Oge-
ler’inin V. kitabinn 4. tamimuidir [4, 5, 6, 7].) A biiyiikliginin B biiyiik-
liigline orani igin

A/ B, A:B

yazilabilir. Ancak bir oran ¢izilemez: soyuttur. (Ashinda bir denklik sinifi
olacak.)

A ile B biyiikliiklerinin oram olsun, ve C' ile D biiyiikliiklerinin orani
olsun. Tim n ve m tamsayilar i¢in

nA >mB < nC >mD,
nA=mB <= nC =mD,
nA <mB <= nC <mD

oldugunu varsayalim. O zaman A biiyiikligiiniin B biiyiikliigiine orani,
C biiyiikliigiiniin D biiyiikliigiine oran ile aymdir. Ayrica A, B, C, ve
D biytkliikleri, orantilidir [Ogeler V, 5. tamim|, ve bu durumda

A C

A:B:C:D - ==
’ B D

ifadeleri yazilabilir. (Onceki ifadeyi tercih ederim, ciinkii bir orantida
oranlar sadece egit degil, aymdir, ama iki biiylikligin kendileri, ayni ol-
madan egit olabilir.) Oranti, oranlar1 olan biiyiikliik ¢iftleri arasinda bir
denklik bagintisidir.

Ogeler’in V. kitabinda kolay kurallar gésterilir, mesela

A:B:C:D — A+B:B:C+D:D & B:A:D:C.

A

Yiiksekliginin ayni olan {iggenlerin orani, ta-
banlarimin oraniyla aymdir [Ogeler VI.1]:

ABC : ACD :: BC : CD.




Dolayisiyla, bu sekilde, DE || BC ise, o zaman A
AD: DB :: ADE : DBE

2w ADE : DCE [1.37] D E
2 AE : EC,

ve tersi de dogrudur [Ogeler VI.2]. B C

Bu sekilde, DE || BC' durumunda, ABC ile ADE iiggenleri, birbirine
benzerdir [VI, 1. tanim]|.
4 D ABCD ile EFGH paralelkenar-
E H larinda ABC'ile EFG agilan bir-
birine egit ise ve AB : BC :: EF :
F@ ise, o zaman paralelkenarlar
birbirine benzerdir [VI, 1. ta-
nim).

B C F G

Bu sekilde AB ile AC paralelkenarlar1 bir-
birine benzerdir ancak ve ancak A, B, ve C
noktalar1 bir dogrudadir [VI.24, 26].

4 Cemberler

Bir cemberin bir kiriginin orta dikmesi, gemberin merkezinden gecer [Oge-
ler TI1.1].

Bir ¢cemberin iki kirisi kesisirse, birinin pargalar: ta-
rafindan igerilen dikdortgen, 6tekinin parcalar: ta-
rafindan igerilen dikddrtgene egittir [1I1.35], ve o
zaman pargalar orantilidir [VI.16]:

C

AE-EB=CFE-ED,
AE :CE :: ED : EB. D



Bunu gostermek i¢in, bir kirigin ¢embe-
rin merkezinden gegtigini varsayabiliriz
ve Pisagor Teoremini [I.47]| kullanabili-
riz:

(r+a)(r—a)=1>—-a

Ozel olarak yarim dairenin capma dikmedeki C

kare, capin parcalar1 tarafindan icerilen dik-
dortgene esittir: /
A B
CD?*=AD-DB, AD:CD:CD:DB. v
(Sonug olarak AC'B agist dik olmal.)

5 Uygulamalar

Qk]id’de nopafdhiw fiili, yerlestirmek veya uygulamak olarak gevrilebilir.
(Ingilizcede apply olarak cevrilir.) Bu kelime, birka¢ tane problemlerde
kullanilir:

Onerme 1.44:

IMopa Ty Boveloay eddelay  Verilen bir dogru boyunca
16 dovévtt Tpryve Toov  verilen bir iicgene esit
nopoAnAdypaupov mapaBokely  bir paralelkenar uygulamak
év 1] Sovelon ywvia edYuypdupew.  verilen bir diizkenar agida.

Onerme I.45:

T dodévtt ebduypduue toov  Verilen bir diizkenar [sekl]e esit
nopoAAnhdypaupov cucthoacVar  bir paralelkenar inga etmek
év tfj dotelon ywvia edduypduue.  verilen bir diizkenar agida.



(Burada bir diizkenar a1, cokgen olarak diiglinebilir.) Sonug olarak aga-
gidaki problemi ¢ozebiliriz:

Verilen bir dogru boyunca
verilen bir diizkenar [sekl]e esit
bir paralelkenar uygulamak
verilen bir diizkenar agida.

VI. kitabinda Oklid, son satirda degisiklikler yapar:

Onerme VI.28:

Iapd thy doveioay edveiay
1 doVévt eduypduuw toov
TUPUANANAGY OOV ToEUBUAETY
EAAeITOV €(Bel TapoAANAOYEAUUE OUolw TE BoVEVTL.

Verilen bir dogru boyunca
verilen bir diizkenar [gekl]e esit
bir paralelkenar uygulamak
verilen [paralelkenar|a benzer bir paralelkenar gekli kadar eksik kalan.

(Buradan bir sart gikardim: Verilen diizkenar [sekl]in [verilen dogrunun]
yari[sin]da ¢izilmis eksige benzer [sekillden biiyiik olmamas: gerekir.*)

Onerme VI.29:

TTopd thv Bodeioay eddeiov
16 do¥évt ebuypduuw toov
TapOAANAOY oY TapaBokely
UmepBdiiov €ldel mapahhnioypduue ouoly @ dodévl.

Verilen bir dogru boyunca
verilen bir diizkenar [sekl]e esit
bir paralelkenar uygulamak
verilen [paralelkenar|a benzer bir paralelkenar sekli kadar agan.

13el 8¢ To ddduevov evdiypappov un eilov elvon ol anod Tiic Nuoelog dvarypapouévou
Opolou TE EANNElUpATL .



Son énermenin gosterisi. Verilen dogru, AB olsun; verilen diizkenar ge-
kil, C olsun; verilen paralelkenar, D olsun.

1. E noktasi, AB dogrusunu ikiye bolsiin. [I.10]
AE = EB.

2. EF paralelkenari, D paralelkenarina benzer olsun. [VI.18]

EF ~ D. F| K
A E B

H L

3. HK paralelkenar1, EF paralelkenar: ile C' geklinin toplamina esit

ve D paralelkenarina benzer olsun. [VI.25]

HK =FEF +C, HK ~ D.

4. H B paralelkenar1, BK paralelkenarina esittir. [I.43]

HB = BK.

5. AH paralelkenari, BK paralelkenarina egittir.
AH = BK.

6. AL paralelkenari, HLK B gnomonuna esittir (yvouwv bilen; giines
saatinin gostergesi).
AL = HLKB.

7. Bu gnomon, C' sekline esittir.
EF+C=HK =FEF+ HLKB, C=HLKB.

8. AL paralelkenar1, C' gekline esittir.

AL =C.
9. AL paralelkenari, AB dogrusunu D paralelkenarina benzer BL pa-
ralelkenar1 kadar agar. [I.24]
BL ~ D. O



Kartezyen ¢oziim.

e Verilen dogrunun uzunlugu, a olsun.
o Verilen diizkenar seklin alani, 22 olsun.

e Verilen paralelkenarin A E B
— eni, b olsun; cz
— yiiksekligi, ¢ olsun. a a b
e Istedigimiz fazla gelen paralelkenarmn eni, z olsun. Z

O zaman yiiksekligi, cz/b, ve

2 = (2a + 2) ba? = cz- (2a + 2).

cz
b b
Oyleyse z belirlenir. O

Burada y = z + a ise, 0 zaman

z=9y—a,
20+ z =y +a,
ba? = cy? — d’c,

cy? — ba? = d’c,

y2 1'2

a? a2l

Son denklemler, bir hiperboliin
denklemleridir.

A
6 Koni kesitleri

A bir nokta, ve BC, bir dairenin ¢ap1 olsun.
A noktasi, dairenin diizleminde olmasim. O
zaman Oyle bir koni vardir ki

e A noktasi, koninin tepesidir, ve B w ¢
e B( dairesi, koninin tabanidir.
Koninin ytizeyi, tepeden tabamin gevresine giden tiim dogrularin nok-

talarmdan olugur (veya o dogrulari igerir, veya o dogrular tarafindan
olugturulur).




Bir diizlem, koninin tabanmimi DE kiriginde
kessin. Bu kirigin orta dikmesinin BC' ¢ap1

B w C oldugunu varsayabiliriz. [IT1.g]
A

E

F noktasi, BC' ¢apimin orta noktasi olsun.
O zaman AF dogrusu, koninin eksenidir.
ABC ii¢geni, koninin bir eksen iiggenidir.

Koninin tabaninin BC ¢ap1 ve DFE kirigi, G B T G C
noktasinda kesigsin. \\J/
E
HpA Koninin tabanini kesen diizlem, eksen {i¢ge-

nini GH dogrusunda kessin; H noktasinin
AB dogrusunda oldugunu varsayabiliriz.
Kesen diizlem, koninin yiizeyini bir DHFE

1 egrisinde keser. Bu egri, bir koni kesitidir.

B / G C Bu kesit, A noktasim igerirse, o zaman H

w ile A, aymi noktadir, ve kesit, AD ile AFE
B dogrularindan olugur.

e Eger GH dogrusu, AC dogrusuna paralel ise, kesit bir paraboldiir.
e Kalan durumda, uzatilirsa, GH ile AC dogrulari, bir K noktasinda
kesigir. Bu nokta,
— koninin tabanimin altindaysa, kesit bir elipstir,
— koninin tepesinin iistiindeyse, kesit bir hiperboldiir.

10



K
Koni kesitimiz, hiperbol olsun. D
DG dogrusundaki kare, BG ile A
GC tarafindan igerilen dikdort-
gene egittir [II1.35], yani B c
2 _ .
DG* = BG - GC. B G c 5

SJimdi tabana paralel olan bir diizlem, koniyi kessin. HG dogrusunu L
noktasinda kessin, ve eksen liggenini M N dogrusunda kessin.

K
A
H P
D
M N
/L M N
G
B e C Q B C

E

O zaman koninin yiizeyi, bir cemberde kesilir, ve koni kesitinin diizlemi,
bu ¢emberi bir PQ kirisinde keser. M N dogrusu, bu ¢gemberin bir ¢apidir
ve PQ kiriginin orta dikmesidir.

Ozel olarak, PL = LQ yiiziinden, HG dogrusu, koni kesitinin bir ¢api-
dir. Asagidaki esitligimiz vardir.

DG* _ BG-GC _ BG GC _HG KG
PL? ML-LN ML LN HL KL’

11



Simdi GR dogrusu, K G dogrusuna dik olsun, ve
RH dikdortgeni, DG dogrusundaki kareye esit
olsun, yani

RG -GH = DG?

olsun. Benzer sekilde SH dikdértgeni, PL dog-
rusundaki kareye esit olsun, yani

SL-LH = PL?

olsun. O zaman

RG _ KG
SL KL’
dolayisiyla R, G, ve K, bir dogrudadir.
X Simdi KG dogrusuna H noktasindaki dikme,
RK dogrusunu T noktasinda kessin. O zaman
A
Verilen HT dogrusuna
DG dogrusundaki kareye esit olan
H RH dikdortgenini uygulandik
verilen KT dikdortgenine ben-
R zer bir dikdortgen kadar agan
B e c (UmepPdrhov).

Bu yizden DHE koni kesitine hiperbol (Unepfoly)) denir. Bu tanim ve
ispat, Pergeli Apollonius’in Koni kesitleri [1, 2] eserinin I. kitabinimn 12.
o6nermesinde bulunur. O eserin III. kitabinda odak 6zelligi anlatilir.

HT dogrusuna, dik kenar (6pdia, latus rectum) denir. Agagidaki gibi
bulunur:

HT _RG _RG-GH _ BG-GC _ BG GC K
HK GK GK-GH GK-GH GH GK’

O zaman AV | KH ise A

HT HV VU HV-VU

HK - VA VA~ va g

12



GR:HT ::GK : HK,
EG? =GR GH.

13
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