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1 Parabol, hiperbol, ve elips

Bir koni kesiti, bir koni yiizeyi ile bir diizlemin kesigimidir.
Milattan once 3. yuzyilda Pergeli Apollonius, koni kesitle-
rine parabol, hiperbol, ve elips (apafBolr, vrepBoA, ve
EN\ewfiis) adlarim verdi. Bu adlar1 anlamak, amacimzdir.
Bir paraboliin noktalari, bir odaktan (focus) ve bir dog-

rultmandan (directrix) ayn1 uzakliktadir. Ornegin dik esken-
lerde eger Sekil 1’deki gibi bir paraboliin

e odag (c,0) ve

e dogrultmaninin denklemi x 4+ ¢ =0
ise, o zaman paraboliin noktalari, agsagidaki denklemleri saglar:

r+c= \% (l'—C)Q—i—yQ,

(+c)=(z—c)+y",

ve sonunda
dex = y2.

Diger koni kesitlerinin her birinin iki odag1 vardir.
e Elipste odaklardan uzakliklarin toplami sabittir.
e Hiperbolde odaklardan uzakliklarin fark: sabittir.
Sekiller 2 ve 3'teki gibi yukaridaki
e toplam veya fark 2a, ve
e odaklar (—c,0) ve (c,0),

olsun. Egrinin bir denklemi

20F /(=) +y2 =/ (x + )2+,



Sekil 1: Parabol (DF = EF, EF + F@ sabittir)

ve kareler alindiginda

4a® F 4a/ (x — ¢)? + y? = 4ex,

a® — cr = +ar/(x — ¢)? + 2,
at — 2d%cx + A2* = a*2® — 2dPcx + o’ + P,

a*(a® — c*) = (a® — A)a® + a*y°.

Eger
a? — & = +b?

ise, o zaman
2 2

z Yy
? + ﬁ =1. (1.1)
Gordiimiiz 6zellikleri uyarak bir ip ile koni kesitlerinin her
birini ¢izebiliriz; ama bu oOzellikler, kesitlerin adlarini anlat-

maz.
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Sekil 3: Hiperbol (DF — EF = 2a, DE = 2¢, a* + b* = ¢?)

6 1 Parabol, hiperbol, ve elips



2 Kelimeler

Parabol, hiperbol, ve elips adlarinin normal anlamlar1 vardir.
BaA\w (fiil) atmak, firlatmak.

BoA7 (isim) atma, firlatma.

mapaBalw (fiil) karsilagtirmak, yaklagmak.

mapaBoln (isim) kargilagtirma, yaklagma, iligki, benzeme.
vmepfarw (fiil) gegmek, agmak.

vmepPoln (isim) gegme, asma, fazlahk.

Aeimw (fiil) birakmak, eksik olmak.

Ae wlis (isim) eksiklik.

e\\e(mrw (fiil) bir yana birakmak, arkada birakmak.
eNNewfiis (isim) eksiklik.

Son kelime, Celgin’in [3] sozliigiinde degildir.



3 Oranlar, orantilar, ve benzerlik

Koni kesitlerini anlatmak i¢in Apollonius

e denklemleri degil,

e orantilar: kullanir.
Bir oranta,

e iki oranin bir aymihigidir,

e dort biiytikliigiin bir bagintisidir.
Sinirli dogrular, alanlar, ve cisimler, biiyiikliik 6rnekleridir. Bir
biiyiikliik gogaltilabilir. Boylece her n sayma sayisi i¢in, bir
A biyiikligiiniin

nA

n kat1 vardir. B, bir biiytlikliikk daha olsun. Eger bir n sayisi
i¢in

nA > B, nB> A

ise, o zaman biiytikliiklerin orami vardir. (Bu tanim, Oklid’in
Ogeler’inin V. kitabmin 4. tammmidir.) A’min B’ye orani i¢in

A/B, A:B
ifadeleri yazlabilir.
A ve B’nin orani olsun; C' ve D’nin orani olsun. Tim n ve
m sayma sayilari, asagidaki denklikleri saglasin.
nA >mB <= nC > mD,
nA=mB < nC =mD,
nA <mB <= nC <mD.

O zaman



e A'nin B’ye orani, C'nin D’ye oram ile aynidir, ve
e A B, C, ve D biiyiikliikleri, orantihidir
|Ogeler v, 5. tanim|. Bu durumda
A C
A:B:C:D — = —
’ B D
ifadeleri yazilabilir. Ogeler’de bir orants, iki orann egitligi de-
gil, ayniligeder. Bir oran, sirali bir biiytikliik ikilisinin bir denk-
lik sinifidir. (Benzer bir gsekilde pozitif bir kesir, sirali bir sayma
say1si ikilisinin bir denklik smifidir.)
Ogeler’in v. kitabinda kolay kurallar gosterilir, mesela

A+B:B:C+D:D,

A:B::C’:D:{ B.A-D:C.

Teorem 1 (Ogeler V1.1). Yiiksekliginin ayni olan ti¢genlerin
orani, tabanlarimin oranwyla aynadar.

A

B C D

Sekil 4: Yiiksekliginin ayni olan tiggenler

Kanat. Orantinin tanimindan Sekil 4'te

ABC : ACD :: BC : CD. O



F
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Sekil 5: Tales Teoremi

Teorem 2 (Tales Theoremi, Ogeler V1.2). Bir di¢gende bir
dogru ki kenary orantily bir sekilde keser, ancak ve ancak bu
dogru, tabana paraleldir.

Kanat. Sekil 5’te eger DE || BC' ise, o zaman

AD : DB :: ADE : DBE [Teorem 1|
 ADE : DCE [Ogeler 1.37]
tAE: EC. [Teorem 1]

Ters de dogrudur, ¢linkii DF }f BC ise, o zaman AF : F'C ve
AFE : EC oranlar: birbirinden farkhdir. O

Eger iki ¢okgenin
e agilar1 (her biri birine) esit ve
e kenarlari orantil
ise, o zaman ¢okgenler birbirine benzerdir [Ogeler VI, 1. ta-
nim|. Ornegin
e Sekil 5'te ABC ve ADF f{iggenleri birbirine benzerdir.

10 3 Oranlar, orantilar, ve benzerlik



B C F G

Sekil 6: Benzer paralelkenar

e Sekil 6’da eger
ABC = FFG, AB:BC : EF : FG

ise, o zaman ABCD ve EFGH paralelkenarlar: da bir-
birine benzerdir.

Teorem 3 (Ogeler VI1.24, 26). Aym a¢ida olan paralelkenarlar
benzerdir ve benzer oturur, ancak ve ancak kosegenleri, ayni
dogrudadar.

—\ C

Sekil 7: Ayni agida olan paralelkenarlar

Ornegin Sekil 7’de, AB ile AC paralelkenarlar1 birbirine
benzerdir ve benzer oturur, ancak ve ancak A, B, ve C nok-
talar1 bir dogrudadir.

11



4 Cemberler

Teorem 4 (Ogeler 111.1). Bir ¢cemberin bir kirisinin orta dik-
mest, cemberin merkezinden gecer.

Teorem 5 (Ogeler 111.35). Bir ¢emberin iki kirisi kesisirse,
birinin parcalar, tarafindan igerilen dikdortgen, dtekinin par-
calary tarafindan icerilen dikdortgene egittir.

Kanit. Diyoruz ki Sekil 8’de
AE-EB=CFE-ED. (4.1)

Zira Kkiriglerin birinin ¢emberin merkezinden gectigini varsaya-
biliriz. Bu kirig C'D olsun. Sekil 8’'de Pisagor Teoremi |Ogeler
1.47] ile

(r+a)(r —a) =7r*—a*

yani istedigimiz (4.1) denklemi saglanir. O

Ozel bir durum vardir.

Teorem 6. Yarvm dairenin ¢apina bir dikmede olan kare, ¢a-
pwn parcalary tarafindan igerilen dikdortgene egittir.

Ornegin Sekil g’da
CD*= AD - DB.
(Sonug olarak AC'B agis1 dik olmall.)

12



Sekil 8: Cemberin iki kesigen kirigleri

D
Sekil 9: Yarigember

13



5 Uygulamalar

Oklid’de mapaBd M w fiili, yerlestirmek veya uygulamak (ap-
ply) olarak gevrilebilir. Fiil birkag tane problemlerde kullanilir:

Problem 1 (Ogeler 1.44).
[Tapa v dobe wav evle wav

T w dobévTL Tprydvw loov
mapalA\nAoypappov Tapafale w
ev 7 7 dobelon ywvia evlvypauuw.

Verilen bir dogru boyunca

verilen bir ticgene egit
bir paralelkenar uygulamak
verilen bir a¢ida.

Problem 2 (Ogeler 1.45).

T w dobévr evbvypdupw loov
mapal\nAoypaupov cvoroacta
ev 7 7 dobelon ywvia evlvypauuw.

Verilen bir ¢cokgene esit
bir paralelkenar insa etmek
verilen bir a¢ida.

Sonug olarak asagidaki problemi ¢ozebiliriz:

Problem 3.
Verilen bir dogru boyunca
verilen bir ¢okgene esit
bir paralelkenar uygulamak
verilen bir a¢ida.

14



Ogeler’in V1. kitabinda Oklid, Problem 3’iin son satirinda
iki degisikligi yapar:

Problem 4 (Ogeler vi.28).
[Mapa m)v dobe wav evle wav
T w dobévTt evlvypauuw toov
mapaA\yAoypappov mapafale w
€A\e trov €ideL TapalAnAoypauu® opolw T w dolévTe.
Verilen bir dogru boyunca
verilen bir ¢cokgene esit
bir paralelkenar uygulamak
verilen bir paralelkenara benzer kadar eksik kalan.

Ornegin

e verilen dogru AB,

e verilen cokgen C, ve

e verilen paralelkenar D
ise, o zaman Jekil 10’daki gibi taban1 AB olan bir AE para-
lelkenarinin

e AH pargasit C' ¢okgenine esittir;

e GGF parcas1 D paralelkenarina benzerdir.

F H E

A G B

Sekil 10: Eksikligi olan bir paralelkenarin uygulamasi

Oklid’in verdigi bir sart1 yazmadim: C, taban1 AB’nin yarisi
olan ve D’ye benzer olan paralelkenardan daha biiyilik olamaz.

15



Problem 5 (Ogeler vi.2g).
[apa m)v dobe wav evle wav
7 w dolévt evlvypappw ioov
mapaAAnAoypappov mapaBale w
vmepfaldov €ider mapalAnloypdupuw opolw T @ dobévTe.
Verilen bir dogru boyunca
verilen bir ¢cokgene esit
bur paralelkenar uygulamak
verilen paralelkenara benzer kadar agan.

F K

H L

Sekil 11: Uygulanan ve agan bir paralelkenar

Oklid’in ¢ozimii.

Aciklama. Verilen dogru AB, cokgen C', ve paralelkenar D
olsun.

Belirtme. Sekil 11’deki gibi 6yle bir AL paralelkenarim insa
edecegiz ki

AL =C, BL ~ D.

Diizeltme.
1. AE = EB olsun [Ogeler 1.10].
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2. EF ~ D olsun [Ogeler v1.18].
3. HK = EF + C ve HK ~ D olsun [Ogeler Vi.25].

Gosterme.

1. HB = BK [Ogeler 1.43)].

2. AH = HB.

3. AH = BK.

4. AL = HLKB gnomonu (yvauwv, giines saatinin
gostergesidir).

5 HK = FF+ HLKB.

6. C = HLKB.

7. AL =C.

8. BL ~ D [Teorem 3. O

A E B

cz/b

Sekil 12: Kartezyen ¢oziim

Problem 5’in Kartezyen ¢oziimii de vardir. Verilen
e dogrunun uzunlugu 2a,
e cokgenin alan 22,
e paralelkenarin
— eni b,
— yiiksekligi ¢
olsun. Istedigimiz fazla gelen paralelkenarin eni, z olsun (Sekil
12'ye bakin). O zaman istedigimiz paralelkenarin yiiksekligi,

17



cz/b olur, ve

x2:(2a—|—z)-%,

br? = cz(2a + 2).
Oyleyse z belirlenir. Ashinda z + a = y ise, 0 zaman

z=1y—a, 20 +z=y+a,

dolayisiyla

be = C(y2 - CLQ),
cy? — bx? = dc,

ve sonunda (1.1) gibi

y2 ZEQ

@ alc/b

hiperbol denklemi ¢ikar.

1
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6 Koni kesitleri

Bir koni, tepesi ve tabani tarafindan belirlenir. Koninin

e tabani, bir dairedir;

e tepesi, tabanin diizleminde olmayan bir noktadir.
O zaman koninin

e yiizeyi, tepeden tabanin ¢evresine giden tiim dogrularin

noktalarindan olusur;

e ekseni, tabanin merkezinden tepeye giden dogrudur.
Eksen, tabana dik olmayabilir. Ornegin Sekil 13’te

e tepesi A,

e tabani, cap1 BC olan daire,

e ckseni F'A
olan koni vardir. ABC iiggeni, koninin bir eksen tiggenidir.
Koninin tabaninin bir D E kirisi secilmis olsun. Bu kirigin orta
dikmesinin BC' ¢ap1 oldugunu, Teorem 4’11 kullanarak varsaya-
biliriz. Koninin tabaninin BC ¢ap1 ve DFE kirisi, Sekil 14’teki
gibi GG noktasinda kesigsin.

Bir diizlem, DFE kiriginden ge¢sin. Bu diizlem, eksen ii¢ge-
nini bir GH dogrusunda keser. H noktasinin AB dogrusunda
oldugunu varsayabiliriz. Diizlem, koninin yiizeyini bir DHFE
egrisinde keser. Bu egri, bir koni kesitidir, ve HG, koni ke-
sitinin bir diyametresidir (dwauerpov), ¢iinkii DE Kkirigine
paralel olan kirigleri ikiye béler. Iki durum vardir.

1. Eger GH diyametresi AC' dogrusuna paralel ise, o zaman

kesit bir paraboldiir. Tekrar Sekil 14’e bakin.

2. Diger durumda, uzatiinca GH, AC dogrusunu bir K

noktasinda keser. O zaman H K dogrusunun Z orta nok-

19
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B‘ ’

Sekil 13: Koni, tepesi, tabani, yiizeyi, ekseni, ve bir eksen
icgeni

A
B -

Sekil 14: Koninin tabaninin bir kirigi; parabol ve diyametresi

20 6 Koni kesitleri



tasi, koni kesitinin merkezidir. Bu merkez,

e koninin i¢inde ise, kesit bir elipstir;

e koninin diginda ise, kesit bir hiperboldiir.
Sekil 15’e bakin.

Sekil 15: Merkezli koni kesitleri ve diyametreleri

Koni kesitimiz, hiperbol olsun. Teorem 6’ya gore
DG? = BG - GC.

Tabana paralel olan bir diizlem, koniyi kessin. Bu diizlem, HG
dogrusunu bir L noktasinda keser, ve eksen iiggenini bir M N
dogrusunda keser. Ayrica diizlem, koninin yiizeyini bir ¢em-
berde keser. Sekiller 16 ve 17’ye bakin. O zaman koni kesitinin
diizlemi, bu ¢cemberi bir PQ kirisinde keser. M N dogrusu, ¢em-
berin bir capidir ve PQ kirisinin orta dikmesidir. Ozel olarak,

PL = LQ.

21



Teorem 6 sayesinde
DG? _ BG-GC  BG GC
PL2  ML-LN ML LN’
ve sonu¢ olarak, Teorem 2’den

DG?* HG KG (6.1)
PI2  HL KL’ '

Simdi Sekil 18’deki gibi Problem 3’ kullanarak
GR-GH = DG?, LS -LH = PIL?

olsun. O zaman (6.1) esitliginden

RG _KG
SL KL’
dolayisiyla (Teorem 3’ten) R, S, ve K, bir dogrudadir.

Simdi K G dogrusuna H noktasindaki dikme, RK dogrusunu
T noktasinda kessin. O zaman Problem g5'teki gibi

Verilen H'T' dogrusuna

DG dogrusundaki kareye esit olan

RH dikdortgenini uygulandik

verilen KT dikdortgenine benzer bir dikdortgen
kadar agan (vmepBailov).

Bu yiizden DHE koni kesitimize hiperbol (dmepBoA7) denir.
Bu tanim, Pergeli Apolloniusin Koni kesitleri |1, 2| eseri-
nin I. kitabinin 12. 6énermesinde bulunur. Bu eserin III. kita-
binda odak 6zelligi anlatilir. HT dogrusuna dik kenar (opfia
mAevpd, latus rectum) denir. Asagidaki gibi bulunur:

HT RG RG-GH BG-GC BG GC
HK GK GK-GH GK-GH GH GK’

22 6 Koni kesitleri
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B C

B G C Q \
E

Sekil 17: Koninin kesen diizlemleri

O zaman Sekil 18°deki gibi AV || K H ise

BG _HV 6o _vu
GH VA’ GK VA

ve sonug olarak

HT HV-VU
HK VA2
Hiperboliin GE ve L@ gibi yarikirigleri, ordinatlardir, ve
onlara paralel olan ve H noktasindan gegen dogru, hiperbole
tegettir. Hiperboliin diyametresinden kesilmis HG parcasi, GE
ordinatina uyan apsistir (abscissa, bir geyden kesilmis bir sey;
amolaufavouévn, bir seyden almmis bir ey [8]). HK dog-
rusu, hiperboliin gapraz kenaridir (mAayio mAevpd, latus
transversum).
Simdi hiperboliin H7T' dik kenarimi ve H K c¢apraz kenarini
kullanarak GE ordinatinin ve GH apsisinin iligkilerini agagi-

24 6 Koni kesitleri



R

B G C B G
Sekil 18: Hiperboliin dik kenar1

daki gibi ifade edebiliriz. Eger
GR:HT :GK : HK

ise, o zaman

GE?*=GR-GH.
Sekil 19’a bakin.

25
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Sekil 19: Hiperbol
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