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Boliim 1

Sayt sistemleri

Simdiye kadarki matematik egitim hayatimiz boyunca bircok farklt ‘sey’
icin sayt kelimesini kullandik. Her seferinde, bu sayt dedigimiz seylerin
aynt cinsten olanlarwint sayt kiimesi adwun verdigimiz topluluklarda bir araya
topladik. Bu sayt kiimelerinin en tnlileri sunlardu:

N Dogal saytlar 0,1,2,3,4,...

Z Tamsaytlar o, =2,-1,0,1,2,...

Q Rasyonel saytlar 6rn. 8, -3, 3

R Gercel saytlar orn. g , V5, T

C KKarmastik saytlar orn. V2, 2+3i, %— 2i

Ayrica bu listedeki sayt kiimelerinin her birinin kendinden oncekileri
icerdigini de gordiik: bir tamsayt her zaman aynt zamanda bir rasyonel
saywydy, bir gercel sayt her zaman bir karmastk saywdt... Yani ozetle:

NcZcQcRcC.

Peki bu kadar birbirinden farklt ‘sey’lerin hepsi icin sayt kelimesini
kullanmamumwzin, birbirine cok da benzemeyen biitiin bu kiimelere sayt
kiimesi dememizin nedeni nedir?

Bu soruya hakkwla cevap verebilmek icin 6nemli bir noktayt haturla-
mamuz gerekiyor: bu kiimeleri neredeyse hi¢bir zaman tek baslarina dii-
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stiinmliyoruz aslinda. Her zaman, bu kiimeler tizerinde tanumlt islemleri de
bu kiimelerle birlikte hayal ettik ve 6grendik. Her bir kiime igin temel is-
lemlerimiz toplama ve carpma ile, bu islemlerin bir bakima tersi olarak
distintlebilecek citkartma ve bolme islemleri; bu sayt kiimelerin hepsinin
tzerinde yukaridaki icerme iliskisi ile en azindan tanumlt olduklart durum-
larda uyumlu olarak mevcut: dogal sayilarda 4 x 3 islemi 12 dogal saytsint
verirken 4 ve 3 gercel saytlarini carptigimizda da bu sefer 12 gercel sa-
ytstna sonuc olarak ulaswyoruz. Bu kiimeleri tizerindeki islemlerle birlikte
distindiiglimizde sayt sistemi olarak adlandwracagiz.

Her ne kadar bu sayt sistemleri uyumlu islemlere sahip olsalar da en
yaygwn kullanumlarinda anlamlart biiyiik degisiklikler gosterir:

e Dogal saytlarin temel kullanuimt nesnelerin sayisint vermektir. (Ma-
tematiksel olarak, sonlu kiimelerin biytikliklerine karsilik gelirler.)
Yine bir diger temel kullanumlart siralama islemindedir: bir yarist ka-
cinct bitirdiginizi dogal saytlarla belirtirsiniz.

e Negatif saytlar ile dogal saytlart tamamlayarak tamsaytilart elde ede-
riz ve artik eksilmeyi de sayilarla ifade edebilir, tutarlt bir sekilde
ctkartma yapabiliriz.

e Rasyonel sayilar temel olarak parcalt biytikliikleri ve oransal bii-
yuikleri ifade etmemizi miimkiin kular.

e Cercel saytlarla rasyonel sayilarin ‘aralarint tamamlariz’ ve artik
uzunluklart ve diger geometrik biyikliikleri sayilarla ifade edebi-
liriz.

e Karmastk saytlarwn bircok kullanumt olmakla birlikte, belki de en dog-
rudan gozlenebilent tiim polinomlarin kokiintin var olmaswny, bu sa-
yede bitiin polinomlarwin lineer carpanlara ayrilmasint saglamastdur.

Gordugumuz lizere, sayt sistemleri pek cesitli islevleri yerine getirirler.
Bu sistemler arasinda dogal sayilar, digerlerine zemin olusturan kurucu
bir isleve sahiptir. Tamsaytilar, neredeyse dogal saytlarin sadeligine sahip



olmakla birlikte onemli bir islemsel eksigi de kapatu. Ayrica tamsaytlar,
rasyonel saytlart anlamanwn da temelini olusturur.

Bu derste agurliklt olarak bu ti¢ sayt sistemi lizerinde duracagiz ve tam-
saytlar nasil kiime olarak diger ikisinin ortasinda kaliyorsa burada da bu
sayt sistemlerint anlama yolunda merkezi bir rol tistlenecek. Calismalari-
mwzin onemli bir kismunt tamsaytilar tGzerinde gegeklestirecegiz.

Soru 1. Sayt kavramt bu sistemler ile kisttlt mudur?




Boliim 2

Tamsayuar sistemi ve temel
ozellikleri

2.1 Islemler
Tamsaytilar sistemi lizerindeki islemler, su temel 6zelliklere sahipler:

i. Toplamanwn bilesme ozelligi. ilk 6zelligimiz, 6zetle birkac sayw top-
larken gtivenle parantez kaydurma yapabilecegimizi, dolayisiyla top-
lamalar arasinda islem swralamasint degistirebilecegimizi soyliyor:
Her a,b,ceZicina+(b+c)=(a+b)+c.

it. 0, toplamada etkisiz elemandur:
HeraeZicina+0=0+a=a.

iit. Her elemanwun toplamsal tersi vardur:
Her a € Z icin dyle bir be Z vardu ki a+b=b+a =0.
(bu b saytst —a olarak gosterilir.)

iv. Toplama islemi degismelidir:
Her a,beZ icin a+b=>b+a.



Soyut cebir dilinde ilk tic 6zellik, tamsaytlarin toplama islemi ile bir
grup olusturdugu anlamwna gelir. Dordiincii 6zellik eklendigiyse bu yapt bir
abelyan grup olarak isimlendirilir. Asagida, tamsaytilar tizerinde carpmantn
sahip oldugu o6zelliklerle devam edecegiz:

v. Carpmanun bilesme ozelligi:
Her a,b,ceZ icin a(bc) = (ab)c.

vi. Carpmanun toplama lizerinde dagilma 6zelligi ile carpma ve toplama
islemlerini birbiriyle nasul iliskilendigint gortiyoruz:
Her a,b,ceZ icin a(b+c)=ab+acve (a+b)c=ac+bc.

vit. Carpmanun degisme ézelligi:
Her a,b € Z icin ab = ba.

viii. Carpumsal birim eleman: Her a € Z icin 1a = a

ix. Her a,b €Z igin, eger ab =0 ise a =0 veya b =0 saglanur.

ik sekiz bzellik birlikte diisiiniildiigiinde bize soyut cebir dilinde tam-
saytlarin toplama ve carpmaya gore birim elemanlt degismeli halka oldu-
gunu soyler. Ek olarak, son ve dokuzuncu o6zellik de saglandigindan soyut
cebirde tamsayular sistemi bir tamlik bélgesi olarak adlandulir. Bu kav-
ramlarwn lGizerinde bu derste durmayacagiz, cebir derslerinde bu o6zellikler
ve adlandurmalar derinlemesine tartisilacak. Biz ise bu 6zellikleri sadece
dersin bu noktasinda bir arada listeliyoruz ve sayt kuramt ile ugraswrken bu
ozellikleri ispatlarda ve heaplamalarda giivenle kullanabilecegimizi ken-
dimize hatulatwyoruz.

Bu noktada, tamsaytlar sisteminde her saywnin carpumsal tersin varol-
madigina da dikkat gekelim. Bu nedenle tamsayilar tizerinde bolmeyi bir
islem olarak goremiyoruz, fakat tamsayilar tizerinde farklt tiir ve ilginc
ozelliklere sahip (egitimimizin 6nceki donemlerinde kalanlt bélme adwnt da
verdigimiz) bir cesit bolmeyi daha sonra inceleyecegiz.

Toplama ve carpmayla ilgili kimi 6zellikler bu yukaridaki temel 6zellik-
lerlerden ctkarsanabilir. Ornek olarak, simdi iki 6zelligi ispatlayalim.
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Onerme 2.1. Tamsaytlarin toplamsal tersi tektir. Bir baska deyisle, Madde
iii'’teki esitlikleri saglayan tek bir b sayist vardtr.

Kanit. Verilen bir a tamsaytist icin b ve ¢ tamsaytlart

a+b=b+a=0

a+c=c+a=0

esitliklerini sagliyor olsun. Bu durumda,

a+b=a+c
olur. Iki tarafa soldan b eklersek
b+(a+b)=b+(a+c)

elde edilir. Simdi, Madde i ile

(b+a)+b=(b+a)+c

0+b=0+c
elde ederiz. Burada da Madde it kullanarak
b=c
sonucuna ulastriz, ki ispatlamaya calistigumiz sey de buydu. 0J

Bir a saytsinin toplamsal tersi —a olarak gosterilir. Her sayunun tek
bir toplamsal tersi oldugundan, cikartma islemini toplamayt kullantlarak
herhangi a, b tamsaytlart icin séyle tanumlariz:

a-b:=a+(-b) .

Bu acidan, ¢tkartma islemi toplamaya gore ikincildir: Toplama aractliguyla
ve toplamanuwn ozelliklert kullanilarak tanumlanabilir.

"Burada := sembolii tanim vermek icin kullantliyor. Bu sembolii kullandigimizda, sol
taraftaki ifadeyi sag taraftaki olarak tanimliyoruz demektir.
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Soru 1. Her a € Z icin —a = (-1)a oldugunu ispatlayun.

Soru 2. Her a € Z icin —(-a) = a oldugunu ispatlayun.

Onerme 2.2. Her a € Z icin
O0a=0

saglanwr. (Bir diger deyisle, 0 carpumsal yutan elemand.r.)

Kamt. Bir a tamsaytst alalum. Bu durumda,

0=0+0
O0a=(0+0)a
O0a =0a +0a
O0a -0a = (0a +0a) - 0a
0=0a+ (0a-0a)
0=00+0=0a

sonucu elde edilir. O

Soru 3. Onerme 2.2'nin yukarwdaki ispatinda, tamsaytlar sisteminin
ozelliklerinin hangileri hangi asamalarda kullantldt?

2.2 Suwalama

Tamsaytlart sadece islemlerle dedgil, ayrica aralarinda bir siralama iliskisi
icinde gormeye alistgiz. Tamsayilarda esitsizlikleri < semboliiyle gostere-
cediz ve kiiciik-esittir olarak okuyacagiz. Once, stralamanin yoniinii belir-
leyen cok basit bir kabulii burada not edelim:

e 0<1.



Simdi bu swralamanun temel 6zelliklerint de burada listeleyelim:

I. Her a €Z igin a < a. (Yansuna)
[I. Her a,b e Z icin eder a < b ve b< a ise a = b. (Antisimetri)

[ll. Her a,b,ceZ icin, eger a < b ve b < c ise a < c. (Gegiskenlik)

Herhangi bir iliskinin matematikte siralama adwint hak etmesi icin zaten
bu (¢ ozelligi saglamast gerekir.

Burada esitsizligin kapsaytct halini, yani esitlige de izin veren halini
kullandik. Esitsizligin dislayict halini < ile gosterecegiz ve ‘kiicliktiir' ola-
rak okuyacagz. Esitsizligin dislayict halini, kapsaytct halint kullanarak
soyle tanumlayabiliriz: Her a, b € Z icin eger

a<bveazbh

ise a < b olsun.

Soru 4.

a<b < ~(b<a)

oldugunu ispatlaywn.

Swadaki 6zellik, bir tamsaywya 1 eklersek ardistk tamsaywyt elde edece-
gimizi soyluyor, yani verilen bir tamsayt ve ve bu saywnin 1 fazlast arasinda
baska bir tamsayt olmadigunu:

IV. Her m € Z icin, m < n < m+ 1 esitsizligi her n € Z tamsaytst icin
yanlwstur.

Bu ozelligi matematigin sembolik dilinde soyle de yazabiliriz:
VmeZ,YneZ -(m<n<m+1)

Burada - sembold, ‘degil’ anlamwndadur, yani kendisinden sonra gelen ifa-
denin mantiksal tersini alu, o ifadenin yanlis oldugunu soyler. Suwradaki
ozellikler, stralama ve tamsaytlar lizerindeki islemler arasindaki iliskilerle
ilgili:
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V. Her a,b,ceZ icin, eer a< b ise a+c<b+c.

VI. Her a,b e Z icin, eger a,b >0 ise ab > 0.

Soru 5. -1 <0 oldugunu gosterin.

Soru 6. Her a tamsaytst icin
a>0 < -a<0

oldugunu gosterin.

Onerme 2.3. Hera,b,ceZ icin,

(a) Eger ¢ >0 ise; a < b ancak ve ancak ac < bc ise.
(b) Eger c <0 ise; a < b ancak ve ancak bc < ac ise.
Kanit. (a). Ispatlamamiz gereken iddiayt sembolik dilde yazalim:
Va,b,ceZ [c>0 = (a<b < ac<bc)].

Baska bir deyisle; eger c pozitif ise a, b ve ¢ tamsaytlart icin a < b kosulu
ile ac < be kosulunun mantiksal olarak birbirine denk oldugunu, yant biri
dogru oldugunda digerinin de dogru oldugunu gostermeliyiz. Boyle cift
yonlii gerektirmeleri ispatlamanwun yaygun bir yolu, cift yonli gerektirmenin
iki yontiniin dogrulugunu ayrt ayrt gostermektir:

e Diiz yon (= ): Eger a < b ise ac < bc.

o Jers yon (<= ). Eger ac < bc ise a <b.

a,b,ceZ ve c>0 olsun. Swrayla bu iki yoni ispatlayalim:
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(== ). Eger a < b oldugugnu kabul edersek

0<b-a
0<(b-a)c
0<bc-ac
ac< be

sonucuna ulastriz.

(<==). Simdi de ac < bc dogru kabul edelim. Bu kosul altinda, a < b
olmak zorunda oldugunu gostermek istiyoruz. Celiskiyle ispat (bir diger
adwla olmayana ergi) yontemini kullanmak tizere, bu onermenin yanlis
oldugunu varsayalim: a < b yanlis olsun, yani b < a olsun. ?

Bu durumda, b < a esitsizliginden,

O<a-b

0<(a-b)c

0<ac-bc
bc<ac

sonucuna ulastriz, bu da apacik bir sekilde ac < bc kabuliiyle celisir. Dola-
yiswyla, a < b varsayumunn yanlis olugu varsayumunin cekiskiye yol actige
sonucuna ulastriz. Sonuc olarak, a < b oldugunu celiskiyle ispat yonte-
miyle gostermis olduk.

(b). Egzersiz.

Soru 7. Onerme 2.3 (b) sikkint ispatlayun.

2Eger bu varsayum bizi apacik bir yanlisa siiriiklerse, bunun tek bir sebebi olabilir:
a < b 'nin yanlis oldugu varsayumumizin yanlis olmast. Dolaytstyla, bu varsayumin yanlis
oldugunu gostererek a < b esitsizliginin dogru oldugunu gostermis oluruz.
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Boliim 3

o \J o

Dogal saytlarun iki onemli ozelligi

3.1 Matematiksel timevarun ilkesi

Belirsiz bir dogal saywyt n harfi ile gosterelim; yant n, herhangi bir dogal
sayt degeri alabilsin.

Bu belirsiz n dogal sayust ile ilgili bir 6nermeyi P ile gosterelim.” Or-
negin P onermesi, bu saywunn cift olup olmadiguyla ilgilt olsun:

P(n) : n bir ¢ift sayudur.

Bu haliyle bu P 6nermesinin dogru ya da yanlis olduguyla ilgili bir sey
soylenemez. Eger P yerine sayt degerleri koyarsak dogru ya da yanlis
onermeler elde ederiz:

P(1) : 1 bir ¢ift sayidur. — yanlis
P(2) : 2 bir ¢ift sayudur. - dogru
P(3) : 3 bir ¢ift sayudur. - yanlis

P(4) : 4 bir ¢ift sayidur. — dogru

"Daha dogrusu, bu haliyle P bir énerme degil formiildiir, n yerine bir sayt koydugu-
muzda onerme haline gelir
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Ya da n belirsizini bir niceleyici ile (V ya da 3 ile) baglayarak dogruluk
degerine sahip bir onerme elde edebiliriz:

VneN P(n):Her n tamsayist icin n cift sayudur. - yanlis

dn e N P(n): Bir n tamsayist vardur ki n cift sayudur. - dogru

Ilk onerme her tamsaywnin cift oldugunu iddia ediyor, ki bu yanlistur.
lkinct 6nermeyse en az bir tamsaywnin cift oldugunu iddia ediyor, ki bu
dogrudur.

Matematikte bildigimiz 6zdesliklerin 6nemli bir boliimi aslinda “Her n
icin P(n)” formundadur. Ornegin, 0'dan n’e kadar olan saytlarin toplamunn
n(n+1) o .. B 2 RV 3 o
—>— oldugunu soylerken ¢ asil kastettigimiz bunun her n dogal sayist

icin dogru oldugudur, yani

VvneN 0+1+2+3+---+n= w
oldugudur. Burada, her bir n dogal saytst icin ayrt ayrt degerlendirebile-
cegimiz
n(n+1)
P(n):0+1 +2+3+---+n:T

onermelerinin hepsinin, her bir n dogal saytst icin dogru oldugu iddiast
vardur. Bu tiir 6nermeleri ve 6zdeslikleri ispatlamak icin matematiksel tii-
mevarun yontemi oldukga yararlidur. Once bu ilkeyi formiile edelim:

Matematiksel Tiimevarum Ilkesi. Her n dogal sayist icin P(n) onermesi
verilsin. Eger

. P(0) dogru ise, ve

it. Her k e N icin, P(k) dogru oldugunda P(k +1) dogru ise 3

her n dogal sayst icin P(n) dogrudur.

2Dikkat edin, bu ifade pozitif n tamsayulart icin 1'den n'ye kadar saytlarin toplaminin

2001 olmast ile denktir!
3Yani, sembolik olarak yazarsak: Yk e N P(k) = P(k+1).
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Yukariwdaki ilk maddeye taban durum, ikinci maddeye ise gerektirme
adumt da denir. Sebebi, ilk maddedeki taban durumundan baslayip ikinci
maddedeki gerektirme adumlarwla biitiin dogal sayt basamaklarint asagida
actklandigu gibi tirmanmamuzdur.

Matematiksel timevarumin calisma prensibi su sekildedir: Taban durum
zaten bize P(0)'in dogru oldugunu soyliiyor. Gerektirme adumt ise her k
dogal sayist icin “P(k) dogruysa P(k + 1) dogrudur” diyor. Bu ifadeyi
k=0,1ve 2 icin yazalum:

P(0) dogruysa P(1) dogrudur.
P(1) dogruysa P(2) dogrudur.
P(2) dogruysa P(3) dogrudur.

Bu durumda, P(0)'in dogru oldugunu bildigimizden ilk satut kullarak
P(1)’in dogru oldugu sonucuna ulastriz. Fakat simdi de de P(1)’in dogru
oldugunu bildigimizden ikinci sayurt kullarak P(2)'nin de dogru oldugu
sonucunu elde ederiz. Fakat bu da tiglincii saturdaki gerektirmeyi kullan-
digumizda bize P(3)'lin dogru oldugunu verir. Boyle devam ederek biitiin n
dogal saytlarticin P(n) énermesinin dogru olmast gerektigini gériiyor mu-
sunuz? Taban durum, bize en bastaki, sifurinct 6nermenin dogru oldugunu
soyledi; gerektirme adumt ise bu dogrulugu her bir P(k) 6nermesinden bir
sonrakine taswyarak bitiin P(n) onermelerine yayumasint sagladt.

Tumevarumin nasil kullanddwgint bir 6rnek tizerinden gorelim:

Onerme 3.1. Her n dogal sayist icin, 1'den 2n+1'e kadar tiim tek sayulartn
toplame (n +1)? olur.

Kamit. Once bir n dogal sayust icin P(n) onermesini actkca yazalum:
P(n):1+3+5+--+(2n+1)=(n+1)?

ya da toplamsal notasyonu kullaniwrsak
n

P(n):> (2i+1)=(n+1)%

i=0

15



Once tiimevarumin taban durumunu gosterelim:

0
Y (2i+1)=20+1=1=(0+1)
i=0

oldugundan P(0) dogrudur.

Simdi de gerektirme adimunt ispatlamalwyiz. Bunun icin, P(k) 6nerme-
sint dogru kabul ediyoruz. Yani,

Zk:(2i+1):(k+1)2
=0

dogru olsun. Bu durumda;

k+1
Y (2i+1)=1+3+5++ 2k +1) +[2(k +1) +1]
0=1

= [Zk:(Zi +1 )] +(2k +3)

=(k+1)?+2k+3
=k?+2k+1+2k+3
= k? + 4k +4

= (k +2)?
=[(k+1)+1]°

sonucuna ulastriz, ki bu bize tam olarak

k+1

P(k+1):oz_;(2i+1):[(l<+1)+1]2

onermesini verir. Boylece gerektirme adumunt da ispatlamis olduk.

Sonuc olarak, tiimevarum ile her n dogal sayist icin P(n) onermesini
ispatlams olduk. 0J

Matematiksel tlimevarumt rahatlikla tamsaytlarin dogal saytlara ‘ben-
zeyen' altkiimelerine uyarlayabiliriz. Burada benzerlikten kastumiz, bu alt-
kiimenin 0 yerine baska bir ng tamsayisindan baslamast ve elemanlarinin
buradan birer birer artarak devam etmesi.
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Teorem 3.2 (Genellesmis tiimevarum). Bir ny tamsayist verilmis olsun ve
Her n > ny tamsayist icin P(n) énermesi verilsin. Eger

i. P(ng) dogru ise, ve
ii. Her k > ngy tamsayust icin, P(k) dogru oldugunda P(k +1) dogru ise
her n > ny tamsayist icin P(n) dogrudur.

Kamt. (Anafikir) Her n dogal sayist icin Q(n) 6nermesini
Q(n) =P(n+ngp)

olarak tanimlayalim. Bu durumda Q(n) 6nermelerine matematiksel tiime-
varumt uyqularsak istedigimiz sonucu elde ederiz. U

Soru 1. Yukaridaki ispatt tamamlayun.

Tdmevarumun bu versiyonunun kosullart daha esnek oldugundan, sira-
daki 6nermede gorecegimiz gibi bir¢cok durumda dogrudan kullanima daha
uygundur:

Onerme 3.3. Her n > 5 tamsaytst icin
2" > n?
saglanur.
Kanit. Once taban durumu kontrol edelim. n =5 icin
2°=32>25=5

oldugundan 6nerme n =5 icin saglantr.

Simdi 6nermenin bir k > 5 tamsaytst i¢in dogru oldugunu, yani
2K > k2
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esitsizliginin saglandigunt varsayalum ve k + 1 icin gosterelim:

ok+1 _ 5 ok
> 2k? (timevarum varsayimindan 25 > k?)
= k% + k?
= k% + k.k
> k% + 3k (k>5>3>0)
= k?+ 2k + k
> k? + 2k +1 (k>5>1)
= (k+1)2.

Boylece gerektirme adumunt da ispatlamis oluyoruz.

Sonuc olarak, tiimevarumla esitsizligin tiim n > 5 tamsaytlart icin gecerli
oldugunu gostermis olduk. 0J

3.2 lyi swralama ilkesi

Dogal sayulary, tamsaytlarwn bir altkiimesi olarak gorebiliriz ve bu durumda
tamsaytlar tzerindeki swralama, dogal sayilar tizerinde alistk oldugumuz
tam stwralamayt verir.

Tam swralamanwun ne anlama geldigini haturlayalim: verilen herhangi iki
farklt elemant biyukliik/kictiklik acisindan birbiriyle her zaman karsilas-
turabiliyoruz ve birinin digerinden kiiciik oldugunu soyleyebiliyoruz.

Peki daha cok sayida eleman arasindan hangisinin en kiictik olduguna
karar verebilir miyiz? Tam swralilik ve gegiskenlik ilkelerini kullanarak, tam
stralt herhangi bir sistemde sonlu sayiwda elemant olan herhangi bir alt-
kiimesinin en kiiciik elemanwnt saptayabiliriz. Peki, bos olmayan bir altkii-
menin en kiiclik elemant her kosulda bulunabilir mi? Bu konuyu tartismak
icin en kucuk elemana isim verecek bir tanum yapalim:

Tanum 3.4. Uzerinde swralama olan bir sayt sisteminin A adwinda bir altkii-
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mesini alalum. Eger bir m € A sayust
Her a e Aicin m<a

kosulunu sagliyorsa (yani m sayist A kiimesinin butiin elemanlarindan
kiiclik-esit ise) m sayist A kiimesinin minimum elemanudir (ya da kisaca,
minimumudur) denir ve m = min A ile gosterilir.

Bir kiimenin minimumunun, o kiimenin elemant olmast gerektigine dik-
kat edelim. Yukaridaki tartisma ile, tam swralt biitiin sayt sistemleride (yani
N,Z,Q,R) sonlu altkiimelerin minimumlarinin var oldugunu gordiik. Fakat
bu sayt sistemlerinin bazt altkiimeleri icin minimum bulunamayabilir! En
basiti, Z,Q veya R kiimelerinin tamamunt alusak, bunlarin minimumlart
yoktur. Ornek olarak, tamsaytlar icin bu durumu ispatlayalim:

Onerme 3.5. Z kiimesinin minimum elemant yoktur.

Kamt. Celiskiyle ispat yapmak tizere, Z kiimesinin minimumu oldugunu
varsayalum.
m =minZ

olsun. Fakat bu durumda
m-1<mvem-1¢eZ

elde ederiz, ki bu da m sayisinin Z kiimesinin minimumu olmast ile celisir.
Sonuc olarak, Z sisteminin minimumu yoktur. 0J

Benzeri ispat ile Q ve R kiimelerinin de minimumlart olmadigunt gorebi-
liriz. Buradaki ispatta, Z kiimesinin alttan stnurlt olmamasint kullandik: bu
sayede kiimenin elemanlart cok cok kiictilebildiginden minimum elemantn
olmadigint gorduik. *

Peki, bir sayt sisteminde bir kiime eger alttan sunurlt ise her zaman
minimumunu bulabilir miyiz? Simdi gorecegiz ki Q ve R sayt sistemlerinde
bir altkime alttan sunurlt olsa bile bir minimum bulunmayabilir.

*Bir sayt sisteminin A adlt bir altkiimesi icin, eger bir b sayist her a € Aicin b < a sar-
tint saglyorsa bu b sayisina A kiimesinin bir alt stnut diyoruz. Bir alt sinurt olan kiimelere
de alttan sunurle diyoruz. Bir alt stnw, minimumun aksine kiimenin elemant olmayabilir.
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Ormek 31. A={xeQ:0<x <1} cQcR kiimesinin Q ya da R sayt
sisteminde minimum elemant olmadigunt gorelim.

Celiskiyle ispat yapmak tizere, A kiimesinin bir minimum elemant ol-
dugunu varsayalum ve bu saywyt m € A ile gosterelim. Fakat bu durumda,

0<m<1ve meQ oldugundan 7 sayist da

OsgsthQ

sartlarint saglar ve dolayisiyla A kiimesinin elemanudtr, fakat aynt zamanda
da 3 < m esitsizligini sagladigindan m sayisinin A kiimesinin minimum ele-
mant oldugu varsayumwyla celiski olusturur. Boylece, olmayana ergi (celis-
kiyle ispat) yontemiyle A kiimesinin bir minimum elemant olmadigunt go-

riyoruz.

Boylece elimizdeki sayt sistemlerinin kimi altkiimelerinin minimumu ol-
madigunt gordiik, dogal sayilar disinda! Bir swralt kiimede her altkiimenin
minimum elemanwnwn varsa o kiimeye iyi suralt denir. Asagiudaki teorem,
dogal sayularwn iyt stralt oldugunu soyliiyor:

Teorem 3.6 (lyi stralama ilkesi). Dogal sayilar kiimesinin bostan farklt her
altkiimesinin minimumu vardtr.

Kanit. Dogal sayilar kiimesinin bostan farklt bir altkiimesini alalum ve bu
kiimeye A diyelim. Once ispatt iki duruma ayuralum:

Durum 1: 0 € A olsun. Bu durumda min A =0 olur ve ispat biter.

Durum 2: 0 ¢ A olsun. Celiskiyle ispat yapmak tizere, A kiimesinin bir
minimum elemant olmadigunt varsayalum.

Simdi tiimevarum uygulamak tizere, her n dogal sayist icin P(n) oner-
mesint

P(n):{1,2,....n}nA=2

olarak tanumlayalum. Baska bir deyisle, P(n) 6nermesi bize 0'dan n'ye
kadar olan hicbir dogal sayinin A kiimesinin elemant olmadigunt soyliiyor.

Taban durumu,
P(0):{0}nA=g
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oldugundan 0'tin A kiimesinin elemant olmamastna denktir, ki icinde bulun-
dugumuz durumda bunun dogru oldugunu biliyoruz.

Simdi gerektirme adumint gostermek tizere P(k) 6nermesini, yani A
kiimesinin 0,1, 2, ..., k saylarindan hicbirini icermedigini varsayalim. Bu
durumda

{0,1,2,..., k,k+1}

kiimesinin A kiimesi ile bostan farklt kesismesi ancak kK +1 ¢ A olmast
durumunda mimkin olurdu. Fakat bu durumda da minA = k + 1 olurdu
ve bu da A kiimesinin minimum elemant olmadigt varsayumuyla celisirdi, o

yuzden de
{0,1,2,...  k,k+1}nA=g

olmak zorunda. Boylece P(k+1) 6nermesini gostermis olduk ve gerektirme
adumunwn ispatuint tamamladik.

Sonug olarak, timevarum ile her n dogal sayist icin P(n) onermesini,
yani her n e N icin {1,2,...,n} nA = @ oldugunu gosterdik, fakat bu du-
rumda her n € N icin n ¢ A c N sonucuna da ulasmts oluruz ki bu da A
kiimesinin bos kime oldugu anlamwa gelir. Fakat en basta A kiimesini
bostan farklt secmistik, dolayiswyla bir celiskiye ulastik ve bastaki A kii-
mesinin minimumu olmadigt varsayumunin yanlis oldugunu celiskiyle ispat
yontemiyle gostermis olduk. 0J
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Boliim 4

Boliinurliik

Bundan sonra, aksi belirtilmedigi stirece ‘sayt’ dendiginde ‘tamsayt’ kas-
tedilecek.

Tamsaytlarda neredeyse hicbir sayinun ' carpunsal tersi yoktur, yani
genel olarak bir d tamsaytst verildiginde

1=m.d

denklemini saglayan m tamsaytst bulunamaz. Bu durumdan kaynaklt ola-
rak tamsaytlarda rasyonel sayilarda ya da gercel sayilarda oldugu gibi bir
bolme yoktur. Baska bir deyisle, rastgele n ve d tamsayilart verildiginde

n=m.d

denklemini saglayacak bir m tamsayist her zaman yoktur. Boyle m tam-
saytlarinin bulunabildigi durumlara bu ylizden ayrt bir isim verecegiz:

Tanum 4.1. Verilen n ve d tamsaytlart icin, eger
n=m.d

denklemi saglanacak sekilde m tamsaytst varsa d tamsaytst m tamsaytsint
boler denir ve bu durum
d|n

"1 ve -1 disinda
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seklinde ifade edilir.
Bu durum,

e n sayist d sayisina béliintir,
e d sayist n sayisint boler,
e d sayist n sayisinin bir bolenidir, ya da

e n saytst d sayisinin bir katiudir

seklide de ifade edilebilir. Eger bir d sayist m sayisint bolmiyorsa bu
durum d + n seklinde yazlr.

Ornek 4.1. (a) 12 = 3.4 oldugundan 3 ve 4 tamsaytlart 12'yi boler. Bu
durumu 3|12 ve 4|12 seklinde ifade ederiz.

(b) Ayrica 12 =2.6 oldugundan 2|12 ve 6|12 ifadeleri de dogrudur.

(c) Fakat 12 = 5.m denklemini saglayacak m € Z bulunmadijindan 5
saytst 12'yt bolmez: bunu 5 + 12 seklinde ifade ederiz.

Simdi de bazt temel boliintrlik 6zelliklerint gozlemleyecegiz.

I. Her sayt kendisini boler ve 1 her saywyt boéler, yani her n € Z icin
ninvelln.

Kanit. Her n tamsaytsticin n = 1.n oldugundan n | nve 1| n saglanu.
O

Il. Her sayt stfut béler, yant her n € Z icin n | 0.

Kanit. Her n tamsayist icin 0 = 0.n oldugundan n | 0 saglanur. 0J
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Dikkat! Buradan “0 sayist 0't boler” sonucu da ¢tkmaktadir, fakat
yine de “oyleyse 0'in 0’'a boliimii kagtu?” sorusu sorulamaz. Ciinkii,
boliinebilme iki sayt araswindaki bir iliski (aslinda, bir bagunti) olarak
tanumlandi fakat daha once de belirttigimiz gibi, tamsaytlar tizerinde
bir bolme islemi tanimlamadik. Dolaytsiyla hichir tamsaywnin bir di-
gerine boliminden burada bahsedemiyoruz. 2

lll. Eger bir n tamsayist icin 0| n ise n =0 olmast gerekir. 3

Kanit. Eger 0| n ise n = 0.m olacak sekilde bir m tamsaytst vardur.
Fakat onceki boliimde her m saytst icin 0.m = 0 oldugunu goérmiistiik.

O
IV. Eger d|mve m|nise d]|n.
Kamt. d | m ve m|n oldugundan
m=d.k ve n=m.l
esitliklerini saglayan k ve [ tamsaytlart vardu. Buradan
n=m.l

= (d.k).l

=d.(kl)
sonucunu elde ederek d | n oldugunu goriiriiz. 0J

V. Eger d|nve d|mise her a,beZicin d|an+bm.

Kamit. d | n ve d|m oldugundan

n=d.kvem=d.l

%jleride tamsaylar iizerinde ayrt bir cesit islem olarak bolmeden bahsedecegiz fakat
o zaman da zaten 0 ile bélmeye izin vermeyecegiz.
3Baska bir deyisle, 0 sadece 0't boler.
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VI.

VIL.

VIIL.

esitliklerini saglayan k ve [ tamsaytlart vardu. Dolayiswyla

an+bm=a(d.k)+b(d.l)
=d.ak +d.bl
=d.(ak + bl)
oldugundan d | an + bm sonucuna ulastriz. O

Eger d | n ise her a € Z icin ad | an saglanu.

Kamit. Egzersiz. 0J

Soru 1. Ustteki Ozellik VI.'yt ispatlayun.

Eger a #0 ve ad | an ise d | n.

Kanit. a,d ve n tamsayulart icin ad | an oldugunu kabul edelim. Bu
durumda
an=k.ad

olacak sekilde bir k tamsaytst vardu. Oyleyse

O=a.kd-a.n
0=a.(kd-n)

saglanwr. Bu durumda, a # 0 oldugundan, Kisuim 2.1 Ozellik ix. ile
kd — n = 0 olmast gerektigini goriiyoruz. Bu durumda da n = k.d
oldugundan d | n sonucuna ulastriz. 0J

Eger d,n>0ve d| n ise d < n saglanur.

Kanit. d | n oldugundan bir k € Z icin n = k.d olur. Simdi, 0 < d
ve 0 = 0.d < k.d = n oldugundan Onerme 2.3(a)'nin ters yéniinii
kullanarak 0 < k sonucuna vartriz.
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X.

Simdi de k # 0 oldugunu olmayana ergi (celiskiyle ispat) yontemiyle
gosterelim. Eger k = 0 olsaydit n = k.d = 0.d = 0 olurdu fakat n >0
oldugundan n # 0 oldugunu biliyoruz. Sonuc olarak, k # 0 sonucuna
ulastriz.

Bu durumda k > 0 ve k # 0 oldugundan k > 0 oldugunu goriiriz.
Aynt zamanda k € Z oldugundan k > 1 oldugu sonucuna varworuz.
Oyleyse

n=kd
=[(k-1)+1]d
=(k-1)d+d

esitligint elde ederiz. Simdi, k=1 >0 ve d > 0 oldugundan (k-1)d >0
oldugunu gozlemleyebiliriz. Bunun sonucu olarak da aradigumiz

n=(k-1)d+d>d
0

esitsizligi elde edilir. 0J

. d,n tamsaydarticin d | n < (-d) | n.

Kamt. ( = ) d | n olsun. Bu durumda bir m € Z icin m.d = n
saglanu. Buradan da n=m.d = (-m).(=d) esitligi elde edilir. Bu da
bize (-d) | n sonucunu verir.

(<) Simdi de (-d) | n oldugunu varsayalum. Bu durumda bir m € Z
icin m.(=d) = n saglanuw. Buradan da n =m.(-d) = (-m).d esitligini
elde ederiz. Bu da bize (-d) | n sonucunu verir. O

Soru 2. d,n tamsayuart icin d | (-n) <= d | n oldugunu gos-
terin.

Eger d|1ise d=1veya d=-1.
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Kamt. Eger d |1 ise Ozellik ll.'ten d # 0 oldugunu biliyoruz. Ispatu
iki duruma ayuwrarak d | 1 sartine saglayan d degerlerini arayalum:

Durum 1: d > 0 olsun. Bu durumda Ozellik VIII. ile d < 1 oldugunu
gortiyoruz. Dolayisiyla 0 < d <1 oldugundan ve 1 her saywyt boldi-
glinden d =1 olmast gerektigi sonucuna ulastyoruz.

Durum 2: d < 0 olsun. Bu durumda Ozellik IX. ve Durum 1 ile d | 1
sartinin sadece d = -1 durumunda saglandigunt gortiyoruz. 0J

Soru 3. Her n saywst icin n | (-n), (-n) | n ve -1]n oldugunu
gosterin.
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Boliim 5

Bolme algoritmast

Onceki boliimiin basinda, tamsaytilar tizerinde rasyonel ve gercel sayt sis-
temlerdeki anlamwla bir bolme islemi olmadige tizerine tartismistik. Bir
baska ifadeyle, bize verilen herhangi a ve b # 0 tamsaytlart icin

a=bgqg

olacak sekilde bir g tamsaywnin her zaman bulunamayacagunt gozlemle-
mistik. Bununla birlikte bir ‘hata payt' ile birlikte bir cesit bolmeyi tam-
sayllarda da yapabiliyoruz. Her ne kadar tamsayilarda ‘tam’ bir bolme
yapamasak da, gorecegiz ki r sayist ‘kiictik’ olacak sekilde

a=bqg+r

esitligint saglayacak belirli g ve r tamsaytlart bulmak her zaman mim-
kiin. Bu saytlar tizerindeki tam sartlart ve r sayisinin ‘kiiciik’ olmasindan
ne anladigumizt asagidaki teoremde netlestirecegiz. Bu bahsedilen g ve r
degerlerinin belirlenmesine, ve bu saytlarin varligine ve tekligini veren te-
oreme bélme algoritmast' adu verilir. ilkokulda 6grendigimiz kalanlt bolme,
a ve b dogal sayt iken bu g ve r sayularint bulmak icin bir yontemdi.

Theorem 5.1 (Bolme algoritmast). Verilen a ve b tamsayilart icin b > 0
saglansin. Bu durumda, oyle g ve r tamsayilart vardur ki

a=bg+rve0<r<b

1LJa da, Oklid bélmesi
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saglanur. Bu ozellikleri saglayan q ve r tamsaytlart tektir.

Kanit. Verilen a ve b tamsaytlart icin
R={a-nb:neZ,a-nb>0}

kiimesini tantmlayalum.

Oncelikle kiimenin elemanlarinin her biri 0’'dan biiytik-esit tamsaytlar
oldugundan R ¢ N oldugunu gozlemliyoruz.

Simdi de R kiimesinin bos olmadigunt gosterelim. Bunun icin, a > 0 ve
a < 0 durumlarwnt ayrt ayru diistinelim:

e Eger a>0ise n=0 icin a—nb sayist a - 0b = a > 0 sartint saglaya-
cagwndan a € R olur.

e Diger yandan, eder a < 0 ise —a > 1 oldugunu gériiriiz. iki tarafa
1 eklersek 1 —a > 2 > 0 oldugu sonucuna ulasiriz. Bu gozleme ek
olarak b > 0 oldugunu hatwlayarak; n = a icin a — nb ifadesinin
a-ab=(1-a)b>0 sartin sagladijy, dolayiswyla a — ab € R oldugu
sonucuna varuriz.

Birlestirirsek; hem a > 0 hem a < 0 durumunda R kiimesinin en az bir
elemant oldugunu gordiik, dolayisiyla R # @ oldugunu gostermis olduk.

lyi swralama ilkesi bize R kiimesinin bir en kiiciik elemant oldugunu
soyliiyor. Bu en kiiciik elemana

r=minR

adwnt verelim. Bu r sayist R kiimesinin bir elemant oldugundan bir g saytst
icin r = a — gb oldugunu biliyoruz. Bu esitligi

a=bqg+r

biciminde de yazabiliriz.

Buldugumuz r sayist R ¢ N kiimesinin elemant oldugundan r > 0 sartunt
saglar. Simdi de r < b oldugunu gostermeliyiz. Celiskiyle ispat (olmayana
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ergi) yontemint kullanmak tzere r > b oldugunu varsayalum. Bu durumda
r—>b >0 olur. Fakat aynt zamanda r = a — gb oldugundan

r-b=a-qgb-b=a-(g+1)b

saglanur ve dolayiswyla r—b € R olmast gerektigi goriilir. Fakat bu, r-b < r
oldugundan r sayisinin R kiimesinin en kiiciik elemant oldugu bilgisiyle
celisir. Sonuc olarak, r > b varsaywnin celiskiye yok actigunt ve dolayiswyla
r < b oldugunu gostermis olduk.

Boylece, aradigumiz ozelliklere sahip g ve r tamsayuarinin varligunt
gostermis olduk. Teoremin ispatint tamamlamak icin simdi de bu 6zelliklere
sahip bu saytlar disinda baskalart olamayacagunt gostermeliyiz. Diger bir
ifadesiyle, bu ozelliklere sahip sayilarin yukaridaki g ve r saytlarina esit
olmak zorunda oldugunu ispatlamalwz.

Birtakum g’ ve r’ saytlart icin de
a=bqg"+r've 0<r'<b

sartlart saglanwjor olsun. Bu durumda r’ € R olmast gerektigini goriiyoruz.
Buradan da, r = min R oldugundan r’ > r, yani ' = r > 0 sonucu ctkwjor.
Oyleyse
bg+r=bqg +r
1 1

bg-bq' =r"-r

b(g-q")=r'"-r>0
sonucunu elde ederiz. Dolayisiyla

b|r'=r, b>0,r"-rz0

ozelliklerinin saglandigunt gozlemleyebiliyoruz.

Buradan celiski yontemiyle r’—r = 0 oldugunu ispatlayacagiz. r'—r #0
oldugunu varsayalim. Bu durumda r’ —r > 0 oldugundan ' —r > 0 elde
ederiz. Ek olarak b >0 ve b | r’ - r de saglandigindan Béliim 4 Ozellik VIIL.
ile b <r’ - r sonucuna ulastriz. Fakat buradan da, r > 0 oldugundan

bsr-r<r'<b
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sonucu ctkar, ki bu da bize b # b celiskisini verir. Sonuc olarak, ' —r =0
oldugunu ispatlamis oluyoruz. Bu da r’ = r oldugunu verir.

Bu bilgi ile bg+r =bqg’+r" esitligi bg+r = bg’+r haline gelir. Buradan
da

bg+r=bqg" +r
bg - bq’

b(g-q")=0

r—r

esitligi elde edilir. Buradan da b # 0 oldugunu bildigimizden g — g’ = 0,
yani g = g’ sonucuna ulastriz.

Boylece, teoremdeki 6zellikleri saglayan g ve r disinda tamsaytlar ola-
mayacagunt gostermis olduk. 0J
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Boliim 6

En biiytik ortak bolen

Elimizde iki tamsayt varken, bu saytlarwn ikisinin de béleni olan en bii-
yik tamsayuwyt bu iki saywinwn en bliylik ortak boleni olarak tanumlayacagiz.
Fakat daha once (iyi swralilik ile ilgili tartismada) gordiik ki bir kiimenin
en kiiciik ya da en blyuk elemant her zaman olmayabilir. Bu ytizden, sa-
ytlarin en blylk ortak bolenini tanimlamak icin bu saywnun varligunt da
garantilecek biraz daha uzun bir yok izleyecegiz.

Oncelikle, bir n tamsaytst verildiginde bu saywnn bolen kiimesini
B(n)={keZ:k|n}

yani o saywnwn tiim bolenlerinden olusan kiime olarak tanumlayalum. Ayrica,
bir sayinin mutlak degerinin
m, eger m>0 ise

|m| =

-m, eger m<0 ise

seklinde tanimlandigunt haturlayalum. Boliim 4 icinde gordiugiimiiz 6zellik-
ler mutlak deger kavramuwyla birlestirildiginde asagidaki sonuc elde edilir.
Ispatin yazumunt okuyucuya burakwyoruz.

Sonug 6.1. ' Her k,n € Z igin k | n < |k| | |n|.

"Matematikte, 6nceki onerme ve tanimlardan gorece rahat bir sekilde elde edilen
onermeleri burada yaptigimiz gibi sonug (ing. corollary) adwla ifade etmek yaygundur.

32



Kamt. Egzersiz. (Ipucu: Boliim 4 Ozellik V1L ile Ozellik IX. ve Soru 2 bir
araya getirilerek ispat yaptlabilir.) O

Soru 1. Sonug 6.1'i ispatlayn.

Lemma 6.2. 2 Her n tamsayst icin B(n) sonludur.

Kanit. Sonuc 6.1 ile, eger k € B(n) ise |x| < |n| oldugunu goriiyoruz. Bu da
bize

B(n)c{-|n

Jnl+1,...,-1,0,1,...,

nl}

icerme iliskisini veriyor. Sagdaki kiime sonlu oldugundan B(n) kiimesi de
sonludur. N

nl-1,

Verilen m ve n tamsaytlarinn ortak bolen kiimesini
OB(m,n):={keZ:k|mk|n}
olarak tanimlayalum. Tanum geredgi
OB(m,n)=B(m)nB(n)

oldugunu, dolayiswyla kesisimde m ve n sayilarindan en az biri sifurdan
farklt iken kesisimdeki kiimelerin en az biri sonlu oldugundan ortak bolen
kiimesint de sonlu oldugunu goriiyoruz.

Her tamsaywunn 1 ile bolindigini biliyoruz. Dolayiswyla her n ve m
tamsay cifti icin 1 € OB(m, n) oldugunu, dolayisiyla ortak bolen kiimesinin
her zaman bostan farklt oldugunu da biliyoruz.

Tamsaytlar kiimesinin S adinda bir altkiimesi verildiginde eger bir M €
S sayist kiimenin tiim diger elemanlarindan biylik-esitse, yani

VkeS M>k

’Matematik yaziminda, kendinden sonraki daha énemli 6nermelerden énce bu daha
onemli 6nermelerin ispatinda kullanilmak tizere 6n hazulik olarak verilen, kendi bastna
onemi siklikla daha az olan 6nermeler lemma olarak isimlendirilir. Tiirkge yazimda ‘lemma’
icin bazen yardimct énerme ya da yardumct teorem ifadesi de kullandur.
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ozelligine sahipse bu elemana S kiimesinin maksimumu denir ve
M =max 5

ile gosterilir. (Bu tanum tizerinde swralama olan bitiin kiimelerde kullant-
labilir.)

Tamsaytlar kiimesinin bostan farklt her sonlu altkiimesinin bir en biiyiik
elemant vardu. Bunun ispatwun, alinan altkiimenin eleman sayist tizerine
timevarumla ispatlamak mimkiin. Bu ispatt egzersiz olarak burakwyoruz.

Soru 2. Tamsayilarin bostan farklt her sonlu altkiimesinin bir maksi-
mumu oldugunu gosterin.
(Not: Bu dnerme biitiin tam stralt kiimeler icin gecerlidir.)

Boylece, iki tamsaywnin en biiylik ortak bélenini tanumlamakta bir sorun
olmadigunt gormiis olduk.

Tanum 6.3. En az biri stfurdan farklt m ve n tamsaytlarinin en biiyliik ortak
béleni
ebob(m, n) :==maxOB(m, n)

olarak tanumlantr.

Ek olarak, her zaman 1 sayist ortak bolen kiimesinin elemant oldugun-
dan her zaman
ebob(m,n) >1

esitsizliginin saglandigwnt, yani en biytik ortak bolenin her zaman pozitif
oldugunu da gortiyoruz. Bu nedenle, en biyiik ortak bolen bulunmaya
calisirken sadece pozitif bolenleri distinebiliriz. Ayrica Boliim 4 Soru 2
ile, n ve |n| saytlarinin boélenleri aynt oldugundan sadece pozitif saytlar
icin en buytk ortak bélenleri diistinmemiz yeterli olacak.

Ornek 6.1. ebob(6,9) degerini bulalim. 6'nin pozitif bolenlerinin 1,2,3 ve
6 oldugunu; 9'un pozitif bolenlerinin ise 1,3 ve 9 oldugunu gortiyoruz. Bu
iki saytnin ortak bolenleri 1 ve 3 oldugundan en biiytik ortak bolenlerinin

ebob(6,9) =3

oldugu sonucuna ulastwyoruz.
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Bu ornekteki gibi, elimizdeki saytlar kiiciikse bu saytlarin tiim bélenle-
rint yazip en buylik ortak bolent belirlemek zor olmaz. Peki biiylik sayilar
icin daha verimli bir yontem mevcut mu? Boyle bir yontemi bir sonraki
boliimde, Oklid algoritmast adwla gorecediz.

Onerme 6.4. Verilen m ve n pozitif tamsayilart icin

ebob(m,n)=m < m|n.

Kamt. (=) ebob(m, n) = m olsun. Bu durumda tanim geregi m sayist n
saytstnin bir bélenidir, dolayisiyla m | n sonucuna ulasiriz.

(<= ) m | n oldugunu kabul edelim. Bu durumda, ebob(m,n) | m
oldugundan Béliim 4 Ozellik VIII. ile ebob(m,n) < m oldugunu goriiriiz.
Diger yandan m | m ve kabul nedeniyle m | n oldugundan m saywst m ve
n saytlarinwn bir ortak bolenidir, dolayisiyla

m < maxOB(m, n) = ebob(m, n)

oldugunu da elde ederiz. Bu iki esitsizligi bir araya getirerek ebob(m, n) =
m oldugu sonucuna varuriz. 0J

iki sayt verildiginde, her zaman 1 ve -1 saytlarinin verilen sayilarin
ortak béleni olacagunt biliyoruz. iki sayinin -1 ve 1 disinda ortak béleni
olmamasy, en buytik ortak bolenlerinin 1 olmaswna denk. Bu durumu asa-
gudaki tanunda isimlendirelim:

Tanum 6.5. Eger m ve n tamsaytlart icin ebob(m, n) =1 ise m ve n saytlart
aralaninda asaldur denir.

Bir n sayist ve bu sayinin bolenti olan stfirdan farkle bir d saytst veril-
diginde,
n=x.d

denklemini saglayan tek bir x sayist vardur (neden?). Bu saytwyt n sayisinin
d sayisina boliimii olarak adlandwacagz ve n: d ile gosterecegiz.

Bir tamsaywnun diger bir tamsaywa boltimiyle ilgili su noktalara dikkat
edelim:
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— Hicbir n sayist icin n: 0 tanumlt degildir.

— d sayist stfrdan farklt olsa da, eger d sayist n sayisinin bir bolent
degilse n: d tanuimlt degildir. Ornegin, 5: 3 tanumlt degildir.

Asagidaki onerme, saytlarin en buiylik ortak bélenlerinden ‘kurtularak’
aralarinda asal hale getirebilecegimizi soyliiyor.

Onerme 6.6. Stfirdan farklt herhangi iki m, n tamsayust i¢in, d = ebob(m, n)
olmak lizere m : d ve n: d sayulart aralarinda asaldr.

Kamit. Oncelikle,
m=(m:d).dven=(n:d).d (6.1)

denklemlerinin saglandwgwna dikkat cekelim.
Simdi, bir e > 1 saywisitnin m : d ve n : d sayularinn bir pozitif ortak
béleni oldugunu, yant belli x ve y tamsaytlart icin

m:d=x.even:d=y.e

denklemlerini sagladigunt varsayalim. Bu durumda, bu denklemleri yuka-
ridaki Denklemler 6.1 ile birlestirirsek

m=x.e.dve n=y.e.d
denklemlerine ulastriz. Bunlart ise
m=(e.d).xve n=(e.d).y

seklinde yeniden yazarak e.d carpumwnin m ve n saytlarinin bir ortak bo-
leni oldugunu goriirliz, dolayiswyla e.d < ebob(m, n) = d esitsizligint elde
ederiz. Diger yandan, Bélim 4 Ozellik VIII. ile e.d > d sonucuna ulast-
riz. Bu iki esitsizligi birlestirdigimizde e.d = d sonucuna ulastriz. Boylece
e =1 oldugunu, yani m: d ve n: d sayularinun tek pozitif ortak boleninin 1
oldugunu gortrtiz. Bu da m: d ve n: d sayularinn aralarinda asal oldugu
anlamuwna gelir. 0J
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6.1 Bezout Ozdesligi

Elimizde m ve n tamsaytlart olsun. Bu saytlarin herhangi x ve y saytlarwyla
carptlp bu carpunlarin toplanmaswyla olusan saytlara, yani belli x,y € Z
cin
X.m+y.n

biciminde yazilabilen sayilara m ve n saylarinun dogrusal bilesimi 3 dentir.
Az sonra ispatlayacagumiz Bezout 6zdesligi, iki saywnin en biiyiik ortak bo-
leninin her zaman bu iki saywinun dogrusal bilesimi olarak yazilabilecegini
séyler. Ornegin, ebob(12,30) = 6 oldugunu gozlemleyelim. Bu 6 sayisint
12 ve 30 sayilarinin dogrusal bilesimi olarak

6=3.12+(-1).30

biciminde yazabiliriz. Bahsi gecen x ve y saytlarinin tek bir sekilde belir-
lenmediginde dikkat edin: 12 ve 30 icin en bliylik ortak bélen

6=(-2).12+1.30
seklinde de elde edilebilir.

Teorem 6.7 (Bezout 6zdesligi). * Verilen sifirdan farkle m ve n tamsaytlart
icin
ebob(m,n) =x.m+y.n

olacak sekilde x ve y tamsaytlart vardir.

Kamt. Elimizdeki m ve n tamsaytlart igin S kiimesini
S={k.m+Lln : k/leZ, k.m+ln>0},

yani m ve n sayuarinn tim pozitif dogrusal bilesimleri kiimesi olarak
tanumlayalum. Bu kiime pozitif tamsaytlardan olusur, dolayisiyla dogal sa-
ytlarin bir altkiimesidir. Ek olarak k= m, [=n icin k.m + [.n ifadesi

m.m+n.n=m?+n:>0

3ya da, lineer kombinasyonu. (ing. linear combination)
4Bu 6nerme Bezout lemmast olarak da isimlendirilir.
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sartint sagladigindan m?+n? € S elde ederiz ve S kiimesinin bos olmadigunt
goriirtiz. Boylece lyt Siwralama Ilkesi (Teorem 3.6) ile S kiimesinin bir en
kiiciik elemant oldugunu biliyoruz. Bu elemant

d:=minS

olarak tanimlayalim. Bu sayt S kiimesinin elemant oldugundan belli x, y €
Z sayulart icin
d=x.m+y.n

formundadur. Ilerleyen kisunda d sayisinin m ve n saytlarinin en biyiik
ortak bolent oldugunu gostererek ispatt tamamlayacagiz. Bunun icin ilk
olarak d | m oldugunu gosterelim.

Bolme algoritmast (Teorem 5.1) ile
m=qd+r, 0<r<b

saglanacak sekilde g ve r tamsaytlarinin oldugunu biliyoruz. Buradan

~
Y

=m-qd
=m-(xm+yn)d
=m-xmd-ynd
=(1-xd).m+(-y).n

oldugunu, yani r 'nin m ve n saytlaruinn bir dogrusal bilesimi olarak yazi-
labilecegint elde ederiz.

Bu durumda, eger r pozitif olsaydt S kiimesinin bir elemant olurdu,
fakat bu mimkiin degildir cliinkii r < d oldugundan d = min S sayisinin
minimalligi ile celisirdi. Dolayiswyla r sayst pozitif olamaz. Oyleyse r > 0
oldugundan r = 0 olmak zorundaduw. Bu ise m = gd esitligini, dolayiswyla
da d | m oldugu sonucunu bize verir.

Yukaridaki yontemi n sayist icin tekrarlayarak d | n oldugunu da goste-
rebiliriz. Boylece, d sayisinitn m ve n saytlarinin bir ortak boleni oldugunu
goruyoruz.

Simdi, m ve n sayuarwunn pozitif ortak bolent olan bir k sayist alalum. Bu
durumda Béliim 4 Ozellik V. ile k | x.m + y.n olmast gerektigini gériiyoruz.
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Bu durumda da, yine aynt bolimdeki Ozellik VIII. ile k < d sonucuna
ulastriz, ki bu da bize tam olarak d sayistnin m ve n saytlarinin en biytik
pozitif ortak béleni oldugunu, yani

ebob(m,n)=d=x.m+y.n

oldugunu verir.

O

Sonucg 6.8. Eger d sayist stfirdan farklt m ve n sayiarinin bir ortak boleni
ise d | ebob(m, n) saglanr.

Kamt. Egzersiz.

Soru 3. Yukaridaki ispatt Bezout 6zdesligini kullanarak yaptn.

O
Sonucg 6.9. m ve n saytlart aralaninda asaldur ancak ve ancak
x.n+y.m=1
olacak sekilde x,y € bZ sayilart varsa.
Kamit. Egzersiz. 0J
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Boliim 7

Oklid algoritmast

Bu béliimde, verilen iki sayinin en biytik ortak bolenini belirlemenin bir
yontemini gelistirecegiz. Bezout 6zdesligi ile, m ve n tamsayulart verildi-
ginde

x.m+y.n =ebob(m,n)

olacak sekilde x ve y tamsaytlarinin var oldugunu gormistik, fakat bu
saytlarin nasil bulunacagunt hala bilmiyoruz. Ogrenecedimiz yontem, bu
saytlarin belirlenmesini de saglayacak. Yontemimiz bolme algoritmastna
dayanacak. Yontemin kendisinden 6nce, bu yontemin belkemigini olustu-
racak onermeyi ispatlayalum.

Onerme 7.1. Verilen m tamsayist ve n >0 tamsayist icin g ve r sayilart
m=gqn+r, 0<r<n
sartlarint saglansin. Bu durumda,
ebob(m, n) = ebob(n, r)
saglanr.
Kanit. Bir k sayist m ve n sayilarinin bir ortak bélent olsun. Bu durumda
r=m-qn=1.m+(-q).n
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oldugundan Béliim 4 Ozellik V. ile k sayist, r 'nin de bir bélenidir. Dola-
ytswyla, k sayist n ve r saytlarinin bir ortak bolenidir.

Diger yandan, eger k saywyt n ve r saytlarinin bir ortak boleniyse
m=qn+r=q.n+1.r

oldugundan yine aynt ozellik ile k sayist m 'yi boler, dolayiswyla k sayist
m ve n saytlarinwin bir ortak boéleni olur.

Birlestirirsek, m ve n saytularinin ortak bolen kiimesi ile n ve r saytla-
rinwn ortak bolen kiimesinin esit oldugunu, yani

OB(m,n)=0B(n,r)
oldugunu goriiriiz. Bu da en biiyiik ortak bélenlerin esit oldugu, yant
ebob(m, n) =-maxOB(m,n) = maxOB(n, r) =ebob(n,r)

oldugu sonucunu verir. 0J

Verilen m ve n # 0 tamsaytilart icin, bu saytlarin en biiylik ortak bo-
lenlerinin bulunmaswna yarayan Oklid algoritmasunt simdi su sekilde tarif
edebiliriz:

Adum 1. Bélme algoritmast ile m sayisint n sayisina bolerek m = gon+rq, 0<
ry < n ozelliklerint saglayan go ve ry sayularwint elde edin. Eger r; =0
ise algoritmayt sonlandun. Eger r # 0 ise Adum 2'ye gecin.

Adum 2. Bolme algoritmast ile n sayisint rq sayisina bolerek n = g1ri+r;, 0<
ry < ry ozelliklerini saglayan g1, r; sayuarwint elde edin. Eger r, =0
ise algoritmayt sonlandun. Eger r; # 0 ise Adun 3'e gecin.

Adum 3. Elimizde r;_1 ve r; sayt cifti varken, bolme algoritmast ile r;_1 saytsint
r; saytsina bolerek ri_q = qiri+riv1, 0< iy < r; 6zelliklerini saglayan
g, ri1 saydarwnt elde edin. Eger riq = 0 ise algoritmayt sonlandrin,
aksi takdirde Adum 3'G r; ve riq sayu cifti icin tekrarlaywn.
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Bu algoritma verilen m ve n > 0 sayilarina uygulandiginda elimizde
bolme algoritmaswnin tekrar tekrar uygulanmastyla

m=qon+ry, O<ry<n

n=qirn+ra, O0<r<n

rn=4dqa+rs, 0< i3 <1
lk-2 = Qk-1Tk-1 + Ik, 0<ri<re
k-1 = qilk + Tks1, 0= re.

ozelliklerini saglayan
N>M>Mn>I3>>re2>r1>10I> My = 0

saytlarwint elde ederiz. Her bir r;;1 sayist r; sayisindan kictik oldugundan
ve her bir r; saytst dogal sayt olmak zorunda oldugundan bu saytlar sonlu
saytda adimda, mesela yukarida gosterildigi gibi bir k dogal saytst icin k+1
adumda sonlanmak zorundadir. Bunun ispatint asagidaki soru ile egzersiz
olarak burakwjoruz.

Soru 1. Yukaridaki prosediirde tanimlanan saytlarla, her i > 0 tamsa-
ytst icin r; < n —i oldugunu i tGizerine tiimevarum ile ispatlayuwn.

(Bunun sonucu olarak, eger r, tanumlt olursa 0 < r, < n—n =0 yani
0 = r, olacagun, dolayisiyla algoritmanwn en fazla i = n adumda bitece-
gini goriiyoruz.)
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Burada bizim acuimwizdan kritik nokta, Onerme 7.1 ile

ebob(m, n) = ebobh(n, ry)
=ebob(ry, ry)

=ebob(r, r3)

=ebob(re2, ri_1)
=ebob(re_1, r)
= ebob(rg, ris1)
= ebob(r, 0)

= I’k

oldugunu gozlemlememiz. Boylece, algoritmada buldugumuz son sifirdan
farklt ri saytsinin bize m ve n sayularinin en biiyik ortak boleni oldugunu
goruyoruz. Simdi bu algoritmayt bir 6rnek tizerinde calisturalum.

Ornek 7.1. Oklid algoritmast kullanarak 624 ve 82 sayilarinin en biiyiik
ortak bolenini bulalum:

624 = 7.82 + 50
82 =1.50 + 32
50 =1.32+18
32=1.18+14
18=1.14+4
14=34+(2)
4=22+0

Boylece, ebob(624,82) = 2 oldugunu gostermis olduk.

Ornek 7.2. Simdi de Oklid algoritmast kullanarak 624 ve 84 saytlarinin en
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biytik ortak bélenini bulalim:

624 =7.84 + 36
84:2.36+@
3631240 .

Bu islemler sonunda ebob(624,84) = 12 oldugunu go6rmis olduk. Bu
bolme algoritmast islemlerini ‘tersten isleterek’ Bezout 6zdesligindeki kat-
saytlart da belirleyebiliriz:

ebob(624,84) =12
=84-2.36
= 84-2.(624 - 7.84)
=84-2.624+14.84
= (~2).624 +15.84 .
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Boliim 8

Asal sayilar

Bize herhangi bir sayt verildiginde, o saywnin kendisinin ve 1'in her zaman
verilen saywnwn boleni olacagunt biliyoruz. Eger 1'den buytk bir saywunun bu
swradan bolenler disinda ‘ilging’ bolenleri yoksa bu saywya ozel bir isim
verecegiz.

Tanum 8.1. Verilen bir p > 1 sayisinin 1 ve p disinda pozitif boleni yoksa
bu saywya asal sayt denir. Eger 1'den biiylik bir sayt asal degilse o saywya
bilesik sayt denir.

ilk birkac asal saywt 2,3,5,7,11,13,17,19,23, ... seklinde listeleyebi-
liriz.

Onerme 8.2. Bir n sayist n > 1 kosulunu sagliyor olsun. Bu n sayst bile-
siktir ancak ve ancak n = kl olacak sekilde k, > 1 saytlart varsa.

Kanmit. Bir n sayist icin n > 1 olsun.

(=) Eger n bilesik ise oyle bir k saywst vardur ki 1 # k #n ve k| n
saglanur. Oyleyse bir [ € Z icin n = kl oldugunu goriiriiz. Ayrica k > 0 ve
ki =n >0 oldugundan [ > 0 oldugunu goriiriiz. Simdi, eger [ =1 olsaydt
n = k olurdu ve fakat k < n oldugunu bildigimizden bu miimkiin degildir.
Oyleyse [ >0 ve [ #1 oldugundan [ >1 sonucuna ulastriz.
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(<=) Eder n = kl olacak sekilde k,[>1 saytlart varsa [ # 1 oldugun-
dan k # n sonucuna ulastriz. Oyleyse k sayist n sayisinin 1 ve n disinda
bir pozitif bélenidir, sonuc olarak n bir asal sayt degildir. Oyleyse, n > 1
oldugunu bildigimizden n bir bilesik sayudur. 0J

Bir saytnin asal olup olmadigint gostermek genel olarak pek kolay de-
gildir. Asal sayt tanumindan yola cikarak su yontemi izleyebiliriz: Bir n
saytst verildiginde her 1 < k < p sayist icin k | n olup olmadigint (mesela
bolme algoritmasint kullanarak) kontrol ederiz. eger boyle bir k saytst icin
k | n saglanwyorsa n sayist bilesiktir, eger boyle hichir k icin k | n saglan-
muwjorsa n asaldur.

Bahsettigimiz yontem, boliinurligiu n sayisindan kiiclik sayilarin her
birt icin teker teker denemeyi gerektirdiginden o6zellikle biiytik n saytlart
icin uzun streler alabilir. Swradaki 6nerme bu arayist gorece erkenden
sonlandirmamiza yardumct olur:

Onerme 8.3. Bir n >1 tamsayust verilsin ve bir m sayist icin 1 <m<n ve
m? > n saglansin. Bu durumda, n bir asal sayidir ancak ve ancak 1< k < m
sartunt saglayan her k sayist icin k + n ise.

Kanit. ( = ) Bir n > 1 sayist ve m? > n sartin saglayan bir m > 1
saytst alalum, oyle ki her kK < m icin k + n saglanswn. Bu kosullar altinda n
saytstnin asal oldugunu gostermek icin, m < k < n sartuint saglayan tim k
saytlart icin de k + n oldugunu gostermeliyiz.

Celiski yontemiyle ispat yapmak tizere, m < k < n sartuint saglayan bir
k sayist icin k | n oldugunu kabul edelim, yani bir sayist icin n = k.l olsun.
Boyle bir [ sayistnin 1'den biiyiik olmast gerektigini goriiyoruz (nasil?).
Eder bu [ sayist m sayisindan biiytik-esit olsaydt

n=kl > km > mm=m?>n
— —
(I=m) (k=m)

esitsizligini ve dolayiswyla n # n celiskisini elde ederdik. Fakat [ < m ol-
saydt da bu durumda 6nkabuliimiiz nedeniyle [ + n olurdu, ki bu da n = k.!
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ile celisirdi. Sonuc olarak, m < k < n sartint saglayan biitiin k saytlart icin
de k + n oldugunu, dolaytsiyla n sayisinin asal oldugunu gormiis olduk.

(<= ) Eger p sayist asal ise 1 < k < n sartint saglayan her k saytst
icin k + n olur. Dolaytsiyla m < n oldugundan her 1 < k < m sayist icin de
k + n saglanur. 0J

Ornek 8.1. Onerme 8.3 ile 37 sayisinin asal oldugunu gésterelim. 37 <
72 = 49 oldugundan bu 6nerme ile; eger 1 < k < 7 sartint saglayan k
saytlary, yani 2, 3,4, 5, 6 saytlart 37'yi bolmiiyorsa 37 sayist asaldur. Bolme
algoritmast ile bu sartt kontrol edelim:

e 37=182+1ve r=1%0 oldugundan 2 + 37 oldugunu goriiyoruz.

e 37=123+1ve r=1+%0 oldugundan 3 + 37.

e Eger 4| 37 olsaydt 2 | 4 oldugundan Boliim 4 Ozellik IV. ile 2 | 37
olurdu, ki bunun saglanmadigunt gordiik.

e 37=75+2ve r=2#0 oldugundan 5 37

e 2|6 oldugundan, yukarida 4 icin yaptlan aciklama 6 icin de gecerlidir,

dolaytswyla 6 + 37.

Boylece 37'nin bir asal sayt oldugunu gostermis olduk.

Not. Gercel sayilart da tartismaya dahil ederek 6nermeyi su sekilde ifade
edebilirizz “Bir n > 1 sayist asaldu ancak ve ancak 1 < k < /n sartunt
saglayan her k sayist icin k + n ise” Buradaki v/n sayisinin genelde
tamsayt olmadigwna dikkat edelim.

Swradaki 6nerme, bir asal saywyt bir carpumun boleni oldugundaki dav-
ranwst ile siniflandirmamuzt saglyor.

Onerme 8.4. Bir p > 1 sayist verilmis olsun. Bu p sayist asaldur ancak ve
ancak her m,n € Z icin p | mn iken p | m veya p | n saglanwyor ise.
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Kanut. Bir p > 1 sayist alalum.

(=) p sayiwsinin asal oldugunu kabul edelim. Herhangi m, n tamsa-
ytlarticin p | mn olsun, yani bir k sayist icin pk = mn saglanswn. Simdi, ya
p | mya da p + n saglanu. Eger p | m saglanwyor ise zaten sonuca ulasmts
oluruz.

Diger yandan, eger p + n ise p sayistnin tek pozitif bolenleri 1 ve
p oldugundan ve p sayist m sayisinin boleni olmadigindan ebob(p, m) =
1, yani p ve m sayularinin aralarinda asal oldugu sonucuna ulasuriz. Bu
durumda, Bezout 6zdesligi (Teorem 6.7) ile

1T=xm+yp

olacak sekilde x,y € Z sayularinin oldugunu goriiyoruz. Bu 6zdesligin iki
tarafint da n sayiswyla carpalum ve pk = mn esitligini hatulayalum:

n

n(xm+yp)

x(nm) +nyp
=xpk +nyp

= p(xk + ny).

Boylece p | n oldugunu gormiis olduk ve istedigimiz sonuca ulastik.

( <= ) Herhangi iki m, n sayist verildiginde, eger p | mn ise p | m
veya p | n olsun. Simdi, k | p olmak tizere bir k > 0 sayist alalim, yani bir [
saytst icin p = kl olsun. Bu [ saytsinin da pozitif oldugunu goriiyoruz. Bu
durumda, p | p = kl oldugundan, varsaydigumiz 6zellik nedeniyle p | k veya
p | L olur. Eger p | k ise p < k olmast gerekir, fakat aynt zamanda k | p
oldugundan k < p oldugunu da gortrtz, boylece k = p elde ederiz. Diger
yandan, eger p | [ saglanworsa bu sefer de aynt sekilde [ = p oldugunu
goririz. Bu durumda da

p=kl=k.p

oldugundan k =1 sonucunu elde ederiz. Birlestirirsek, p sayisinin rastgele
pozitif boleni olan k saywsinin 1 veya p olmast gerektigini, dolayiswyla p
saytstnin asal oldugunu goriiyoruz. O
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Bu onermenin bir yoni sunu soyliyor: “Eger bir asal sayt iki sayinin
carpumunt boliiyorsa, bu iki saytdan birint béler”. Asagidaki onerme ile bu
bilgiyt daha cok sayinin carpuimina genelliyoruz.

Onerme 8.5. p bir asal sayi; a4, a,...a, birer tamsayt ve p | aya,...a,
olsun. Bu durumda, p sayist a, a, ..., a, saylarindan birini béler.
(Bir baska deyisle, bir i€ {1,2,...,n} icin p | a; saglanr.)

Kamit. Carpumda yer alan carpan saytst, yani n saytst tizerine tiimevartm

kullanacaguz. Bir p asal sayist alalum.

Taban durum. n =1 icin: Eger p | a4 ise ispatlanacak bir sey kalmuwor,
p saytst tek carpan olan aq saytsint holer.

Gerektirme adumi. Onermenin n = k icin dogru oldugunu varsayalum,

yani eger p asalt k tane saywnwn ¢arpumuint boltiyorsa bu sayilardan birini
boldigini varsayalum. Simdi aynt seyin k+1 saywunwn carpumt icin de dogru
oldugunu gostermeliyiz.

a1, dz,...,0k dryp saydarcicin p | aqaz. .. agageq olsun. Bu durumda

pl(araz...ak).ap

oldugundan, Onerme 8.4 ile p | aiaz...a, veya p | axyr oldugunu var-
sayalum. Eger p | ayy ise ispatt bitirmis oluruz. Eger p + axyq ise a |
aqd;...a, olmalidu. Fakat bu durumda da gerektirme adunt varsayimwyla
bir i € {1,2,...,k} icin p | a; saglanu. Boylece gerektirme adununt da is-
patlamts oluruz.

Boylece tiimevarum ile 6nermedeki iddiayt kanttlamis olduk. 0J

8.1 Aritmetigin temel teoremi

Bu kisimda gorecegimiz teorem, adindan da anlastlacaq tizere dogal sayt-
lartn carpunsal yapisiyla ilgili bliyliik oneme sahip: Teoremimiz bize, biitiin
dogal sayilarin asal sayilardan carpma yoluyla elde edilebilecegini soyle-
yecek. Yani asal saytlart temel yapt taslart olarak kullanarak biitiin dogal
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saytlarin olusturulabilecegini, ya da tersinden dustintrsek herhangt bir
bir dogal saywyt asal saytlarin carpumt olarak yazabilecegimizi gorecegiz.
Ek olarak, bu tarifin tek oldugunu da ispatlayacagiz: yani bir saywyt do-
gal saytlarin carpumt olarak yazarken hangi asal sayularwn kullantlacagt ve
her bir asal saywnin sayinin kacar kere carpimda kullantlacage da tek bir
sekilde belirlenecek.

Bu onemli teoremin ispatt icin tiimevarumun biraz daha gucli bir versi-
yonunu kullanmak isimizi kolaylasturacak.

Onerme 8.6 (Giiglli timevarum). Bir ny sayist verilmis olsun ve her n > ng
tamsayust icin P(n) 6nermesi verilsin. Eger
i. P(ng) dogru ise, ve
ii. Her m> ng tamsayist icin, ng < k < m sartint saglayan her k tamsa-
ytst icin P(k) dogru oldugunda P(m) dogru ise

her n > ny tamsayst icin P(n) dogrudur.

Kamt. Egzersiz. (lpucu: Q(n) = P(ng) AP(ng+1)A...P(n=2)AP(n-1)
tzerinde n > 1 icin genellesmis timevarum (bkz. Teorem 3.2) uygulaywn.) 0

Gugcli timevarimda da, onceki versiyonlarinda oldugu gibi ilk sarta
taban durumu, ikinci sarta gerektirme adumt diyecegiz.

Bu noktada, pozitif tamsayilarda boliintrligin swralama benzeri bir
ozellik gosterdigini gorecegiz. Sonrasinda bu o6zellige ithtiyacumiz olacak.

Onerme 8.7. m ve n pozitif tamsaytlart icin eGer m | n ve n | m ise n =m

saglanur.

Kamt. m,n > 0 oldugundan, m | n olmast bize m < n esitsizligini verir.
Aynt sekilde n | n oldugundan n < m esitsizligini elde ederiz. Birlestirirsek,
m = n sonucuna ulastriz. O

Swradaki 6nerme bize asal saytlarwn ‘ilging bir bicimde’ carpum seklinde
yaztlamayacagunt soyliyor.
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Onerme 8.8. Eger bir p asal sayist ve aqa,...a, pozitif tamsaylart icin
p=aiaz...a, ise

— Birie{1,2,...,n} icin a; = p olur.

— Her j#i,1<j<n i¢cin a;=1 saglanur.

Kanit. Onerme 8.5 ile, bir i,1 <i< nicin p| a; olmast gerektigini goriiyo-
ruz. Diger yandan, p = ay...d; 10y ... d,.a; oldugundan a; | p oldugunu
da gorliyoruz. Sonuc olarak, Onerme 8.7 ile a; = p sonucuna ulastyoruz.

Elde ettigimiz esitligi kullanarak

P=dq...0;i10j1...0dz.0;
pP=dq...d;i10iq1...dp.P

T=aq...0;1041...0,

Sonucuna ulaswyoruz. Her bir aq,...,a,1,0d41,...,a, pozitif oldugundan
bu esitlik bize her bir j # i,1 < j < n igin a; = 1 oldugunu verir. (Bu
gerektirmeyi bir soru olarak okuyucuya burakwjoruz.)

Soru 1. by, b, ..., b, pozitif sayuart icin b1b;...b, =1 olsun. Bu du-
rumda her j, 1< j<m igin b; =1 olmast gerektigini ispatlayn.

O

Bu 6nermenin dogrudan bir sonucu olarak asal saytlarin diger asallart
carpunt olarak yazilamayacagunt asagida elde ediyoruz.

Sonuc 8.9. Eger bir p asalt ve pq,pa, ..., p, asallart igin
p=pPiP2---Pn

isen=1vepy=polur.
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Kamit. p asalt verilsin ve py,p2, ..., p, asallart icin

p=pip2...Pn

olsun. Oyleyse, Sonuc 8.8 ile biri disinda biitiin p; saytlarinin 1'e esit olmast
gerektigini goriiyoruz. Fakat her bir p; asal oldugundan p; # 1 oldugunu
biliyoruz. Oyleyse tek bir p; vardw, yani n = 1 olur. Bu durumda p = p;
elde ederiz. O

Bir n > 1 saytsinin pq, p2, ..., pn asal aytlart icin

n=pipa...pn (8.1)

biciminde yazimwna o saywnn bir asal carpan ayrismast diyelim. Bu du-
rumda, 1'den biytik bir saywnin asallarin carpunt olarak yazilabilmesi, bir
asal carpan ayrismast olmast ile aynt anlama geliyor. Elbette, bir sayinin
asal carpan ayrismasinda asallarin yerini degistirirsek biraz daha farklt
goriinen bir ayrisma elde ederiz. Ornedin, 12 sayisint

12=222=232

olarak birbirinden biraz farkli sekillerde asallarin ¢arpumt olarak yazabi-
liyoruz, fakat iki carpimda da ikiser tane 2, birer tane 3 kullanidigunt ve
aradaki farkin sadece asallarin swralamast oldugunu goriiyoruz. Bu yliz-
den, asal carpan ayrismasint asallarwn aralarinda yer degistirmelerine izin
vermeyecek sekilde tarif edecegiz.

Bir n > 1 sayist alalum. Eger pq, p2, ..., ps asallartve g1, q>, ..., q¢ asal-
lart icin
n=pip2...Ps, P1<pP2s...<Ps
n=qip2---qe, q1<G2<...<qq

kosullart saglandiginda esitliklerdeki asallarin sayist ve swraswyla asallar
esitse, yant
s=tve heri,1<i<sicin p;=gq;
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saglanwyorsa n saytsinin asal sayt ayrismast tektir ' diyecegiz.

Bir p asalt zaten halihazirda yukarida Denklem 8.1'deki bicimde yazul-
mts olarak gorilebilir: Carpumda tek bir asal kullantmistur, yani n = 1'dir;
ayrica py = p alinz. Yukardaki Sonuc 8.9 ile asallarin asal carpan ay-
rismaswnin tek oldugunu goriyoruz. Bunu da kullanarak, ana teoremimizi
artik ispatlayabiliriz.

Teorem 8.10 (Aritmetigin Temel Teoremi). 7’den biiyiik her sayist asal ¢car-
pan ayrismast vardur ve bu ayrisma tektir.

Kamit. Teoremimizi n > 2 saywsinin asal garpan ayrismast lizerine glgli
tiimevarum ile yapacagiz.

Taban durumu: n =2 sayist bir asal oldugundan asal carpan ayrismast

vardu. Bu ayrismanun tek oldugunu da Sonug 8.9 ile biliyoruz.

Gerektirme adunu: Bir m > 2 sayist alalim ve 2 < kK < m sartint sag-

layan bitin k saytlarinin asal carpan ayrismaswunin var ve tek oldugunu
kabul edelim. Bu dnkabulle m sayisinin da asal carpan ayrismasinin var
oldugunu ve bu ayrismanwn tek oldugunu gostermeye calisacagiz.

Elimizdeki m sayist ya asaldu ya da bilesiktir. Itk durumda, yant eger
m sayist asal ise Sonuc 8.9 ile ispat bitmis olur. Diger durumu, yani m
saytsinin bilesik oldugunu kabul edelim.

S6z konusu m saytsinin bolen kiimesi sonlu oldugundan bu kiimenin bir
altkiimesi olan asal bolenleri kiimesi de sonludur, dolaytsiyla m sayisinin
en blytk asal bélenini her zaman secebilirim. Bu asal en biiyiik asal bolent
p ile gosterelim. Bu durumda, m saytsint bir k saytst icin

m=k.p

biciminde yazabiliriz ve bu k sayisinin m bilesik oldugundan ve p > 1 oldu-
gundan 1 < k < m sartunt sagladigunt goriyoruz. Bu durumda, gerektirme
adumt varsayumt geregi k sayisinin tek bir asal carpan ayrismast oldu-
gunu, yani asallarin carpumt olarak belli bir s saytst icin pq, p2, ..., ps asal

'ya da, stralama disinda tektir
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saytlarinin carpumt olarak tek bir sekilde
k=pip2...ps, p1<p2<...<ps

biciminde yazilabildigini biliyoruz. Bu durumda, m sayisinin bir asal car-
pan ayrismastnt
m=k.p=pip2...ps.p

seklinde elde ederiz. Bu asal carpan ayrismasinin tek oldugunu gostermek
lzere, m saytsinin @1, gz, ... g1, ¢ asal sayilar olmak tzere
m=qiqz...q-1qs, g1 <g2<...<Ps

seklinde bir asal carpan ayrismasunt alalum. Bu durumda

plm=qiqz...qe1q:

oldugundan Onerme 8.5 ile bir i,1 < i < t icin p | g; olmast gerektigi
sonucuna ulaswyoruz. Ayrica g; asal ve p # 1 oldugundan p = g; oldugunu
goriyoruz. Ek olarak, g | m ve p sayist m sayistnin maksimum asal bélenti
oldugundan

P=qisqesp
esitsizlikleriyle g sayisint iki p degeri arasina sikistirarak p = g, esitligini
elde ediyoruz. Buradan da

pipP2...Ps-P=G1G2...G+-1q¢
p1pP2---Ps-P=G1G2...q¢-1.p

P1P2---Ps=q1q2- .. Gt

Esitligin solundaki degerin m ile esit oldugunu goriiyoruz. Boylece m sa-
ytstnin asal carpan ayrismasinin tekliginden

s=t-1veherie{1,2,...,t=1} icin g, = p;

oldugunu, ve boylece m sayisinin asal carpan ayrismaswinin tek oldugunu
goruyoruz.

Boylece, gerektirme adimunin da ispatint tamamlwyor ve her n > 2 sayt-
stntn asal carpan ayrismastnin tek oldugunu gticlti timevarum ile gostermis
oluyoruz. O
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Boliim 9

Pozitif bolen sayist ve toplamt

Bu béliimde, bir sayinin pozitif bolen kiimesiyle ilgili2 iki fonksiyonu in-
celeyecegiz. Bir n saywunn bolenleri kiimesini B(n) ile gosterdigimizi ha-
turlayalum. Bu notasyondan ilham alarak, bir n sayisinin pozitif bolenleri

kiimesini

Bt(n):={keZ:k|nve k>0}

seklinde ifade edecegiz. Bu kiimenin eleman sayisint t(n) ile gosterelim,
T yani
(n) :=|B*(n)|

olsun. Bu tanimla 7, stfirdan farklt tamsaytlar kiimesinden pozitif tamsa-
yulara bir fonksiyon olarak dustinilebilir. Bir sayt sisteminin stfurdan farkl
elemanlarindan olusan altkiimesini o sayt sisteminin adwnin sag tsttine bir
+ semboll koyarak, pozitif elemanlardan olusan altkiimesini ise + koyarak
gostermek yaygundur. Ornedin sifirdan farkli tamsaytlar kiimesi Z* ile, pozi-
tif tamsaytlar kiimesi ise Z* ile gosterilir. Bu notasyonla 7, Z* kiimesinden

Z* kiimesine, yani;
T L - 1"

formunda bir fonksiyon olarak goriilebilir.

'buradaki 7 sembolii, yunan alfabesindeki kiiciik ‘tau’ harfidir.

55



Ornek 9.1. n =72 sayisint alalim ve 7(72) sayisinin kac oldugunu hesap-
layaluim. Once, bu saywnin pozitif bolen kiimesinin

B*={1,2,3,4,6,8,9,12,18,24,36,72}

oldugunu gozlemliyoruz. Boylece, 7(72) = 12 oldugu sonucuna ulaswyoruz.

Ornekte gordiigiimiiz iizere, elimizde 72 gibi gorece kiiciik bir sayt varsa
ve pozitif bolenlerini teker teker listelemek kolaysa bu sayunun pozitif bolen
saytsint buradan elde edebiliyoruz. Peki elimizde ‘biiyiik’ bir sayt varsa ne
yapabiliriz? Aritmetigin Temel Teoremi'ne dayanarak gelistirecegimiz bir
yontem ile, eger verilen bir saywnin asal carpan ayrismaswnt biliyorsak
bu saywnun bitiin pozitif bolenleri kiimesini tarif etmenin sistematik bir
yolunu gelistirecegiz. Boylece, bir acik formiille pozitif bolen saytsint yani
T degerini hesaplayabilecegiz.

Verilen bir n saywsinin pozitif bolenleri ile ilgili bir diger 6nemli de-
ger, o saywunn tiim pozitif bolenlerinin toplamudir ve o(n) ile gosterilir 2.
Yukariwdaki 7 icin oldugu gibi, o da

0:1" > 1"
formunda bir fonksiyon olarak dtistintilebilir. Toplam semboliint kullanarak
o(n) icin
o(n)= > k=>k
keB+(n) k|n
k>0

ifadesini yazabiliriz.
Ornek 9.2. Yine n =72 sayisint ele alalim. (72) degerini

0(72)=1+2+3+4+6+8+9+12+18+24+36+72

seklinde elle hesaplamak mumkiin.

Yine, ‘biytik’ saytlar igin elle teker teker bolenleri belirleyip toplamak
cetrefilli bir hal alwr. Yukaridaki 7 fonksiyonu icin gelistirecegimizi soyle-
digimiz yontem, eger elimizde ilgilendigimiz saywnin asal carpan ayrismast

2huradaki o sembolii, yunan alfabesindeki kiiciik ‘sigma’ harfidir.
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varsa bu saywnun pozitif bolenler toplamt yani o degeri icin de bir formul
gelistirmemizi saglayacak. Fakat yontemimizi gelistirmek icin oncelikle,
bir mn carpumwnin bélenleri ile m ve n sayiarinin bolenleri arasindaki
iliskiyt inceleyecegiz. Burada elde edecegimiz sonuclar, daha sonra t ve
o fonksiyonlarinin hesabt konusunda isimize yarayacak.

9.1 Bolenin carpanlara ayrilmast

Bu kisunda su sorulart inceleyecegiz: bir k sayist eger bir mn carpumunt
boliiyorsa, m sayisinin bir boleni ve n sayisinin bir bolent seklinde car-
panlara ayrilur m? Baska bir deyisle,

ulm,v|nvek=uv

olacak sekilde u ve v sayuart var mudu? Eder varsa, bu sayular tek bir
sekilde mi belirlenir? Bir 6rnek tizerinden bu soruyu inceleyelim:

Ornek 9.3. Oncelikle m =12, n = 30, k = 20 saytlart icin
k =20|360=12.30=mn

sartinin saglandigunt gozlemleyelim. Burada, k = 20 sayisint m = 12 ve
n = 20 sayarinn bélenlerinin carpumt olarak, yani u | m,v | n ve k = uv
olacak sekilde

u=2,v=10 veya u=4, v=5

olmak tizere iki farkli sekilde ayirabildigimizi gortiyoruz. Yani, aradigumiz
ayrisma var olmakla birlikte tek degil.

Ornek 9.4. Bu sefer, aralarinda asal m ve n sayulart alalum: m =9 ve n =20
olsun. Bolen olarak da k =15 sayisint alabiliriz ¢linki

k=15]180=9.20 = mn

sartt saglanu. Bu durumda, aradigunmiz sartlar saglanacak sekilde k = 15
saytstnin sadece
u=3,v=>5
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icin kK =15 = 3.5 = uv seklinde carpanlara ayrilabildigini gortiyoruz. mn =
180 saytsinin bitiin bolenleri icin benzeri ayrismanun tek bir sekilde var
oldugunu deneyerek gozlemleyebilirsiniz.

Ustteki ornekteki durumun biittin aralarinda asal m, n sayu ciftleri icin
saglanacagunt gorecegiz. Fakat oncesinde ihtiyacumiz olacak bazt 6nerme-
leri ispatlamalwyiz.

Lemma 9.1. Verilen u,v ve k sayuart igin eger u ve v aralaninda asal ve
u|k,v|kiseuv|k saglanr.

Kanit. Verilen u ve v sayulart icin u | k ve v | k oldugundan
k=au, k=>bv

olacak sekilde a ve b sayilart vardur. Ayrica u ve v aralarinda asal oldu-
gundan, Bezout 6zdesligi ile

1=xu+yv

olacak sekilde x ve y saytlart oldugunu biliyoruz. Esitligin iki yanwunt k ile
carparak

k =k(xu+yv)

k = kxu+ kyv
oldugunu goritiyoruz. Burada k = bv, k = au esitliklerini kullanarak

k =bvxu +auyyv

k =uv.(xb+ya)
esitligine ulasiriz, ki bu da bize uv | k sonucunu verir. 0J

Onerme 9.2. Eger m ve n saytlart aralarinda asal ise her k € Z, sayist icin
ebob(k, mn) = ebob(k, m)ebob(k, n)

saglanr.
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Kanit. Oncelikle, yazacaguniz ifadeleri kisaltmak icin

d = ebob(k, mn)

dy = ebob(k, m)

d, = ebob(k, n)
seklinde bir isimlendirme yapaluim. Bu isimlendirme ile, ispatlamamwz ge-
rekenin d = did, oldugunu goézlemleyelim. Hem d hem de did, pozitif

oldugundan, bu saytlarin her ikisinin de birbirinin béleni oldugunu gos-
termek esit olduklarint gostermek icin yeterlidir.

Bezout ozdesligi ile, bellt x1, y1, x2, y> saytlart icin

Cl1 =X1k+y1IT)

dy =xok +yan

esitliklerinin saglanacagunt biliyoruz. Bu esitliklerin her iki tarafine birbi-
riyle carparak

didy = (x1k + yym)(x2k + yon)
= x1x6k? + xq yokn+xoyrkm+yyomn

= (xixok + x1y2n + xoy1m).k + yry,.mn

sonucunu elde ederiz. Boylece did, sayisinin k ve mn saytlarinin bir dog-
rusal bilesimi oldugunu gériiyoruz. Bu da Odev 3 Soru 1'de elde ettigimiz
sonug ile bize

d = ebob(k, mn) | dyd;

oldugu sonucunu verir.

Diger taraftan, dy | k = ebob(k,m) ve d, | k = ebob(k, n) oldugunu
biliyoruz. Ayrica m ve n aralarinda asal oldugundan ve dq | m ve d, | n ol-
dugundan d; ve d, de aralarinda asaldu (neden?). Dolayisiyla Lemma 9.1
ile dyd; | k sonucuna ulaswyoruz. Ek olarak dq | m ve d, | n oldugundan
did; | mn oldugunu da gériyoruz. Béylece did; sayisinin k ve mn sayt-
lartnun bir ortak bolenidir, yani did; € OB(m, n) olur. Bu durumda, Sonuc
6.8 ile aradigumiz

did; | d = ebob(k, mn)

sonucunu elde ediyoruz. O
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Onerme 9.3. Eder m,n ve k pozitif sayuart icin m,n aralarinda asal ve
k| mn ise
ulm,vinvek=uv

olacak sekilde u ve v pozitif sayilart vardir ve bu saytlar tek bir sekilde
belirlenir.

Kanit. Verilen m ve n sayilart aralarinda asal ve k | mn oldugundan,
Onerme 6.4 ve Onerme 9.2 ile

k = ebob(k, mn) = ebob(k, m)ebob(k, n)
oldugunu gortiyoruz. Simdi, u ve v saytlarwnt
u :=ebob(k, m), v:=ebob(k,n)

olarak tanumlarsak onermedeki u | m,v | n ve k = uv sartlarinin saglandt-
gunu gorariz.

Bu saytlarin tek bir sekilde belirlendigini gostermek tizere, u’ ve v/
pozitif saytlart icin de bu 6zelliklerin saglandigunt, yant

u'|mv' | nve k=uv

oldugunu varsayalum. Bu durumda, k = u'v’ esitliginden v’ | k oldugunu
goriyoruz. Aynt zamanda u’ | m oldugundan u’ sayist k ve m saytlarinin
bir ortak bélenidir, dolayisiyla u’ | ebob(k, m) = u saglanwr. Oyleyse u’ ve
u pozitif oldugundan Béliim 4 Ozellik VIIL. ile v’ < u sonucuna ulastriz.
Aynt sekilde v/ < v sonucu da elde edilir.

Olmayana ergi yontemini kullanmak tizere v # v’ oldugunu varsayalum.
Bu durumda u > u’ olmalidu. Fakat bu durumda v > v/ esitsizligini de
kullanarak

k=uv>u'vzu'v =k

oldugu, yant k > k dolayisiyla da k # k oldugu celiskisine ulastriz. Dola-
ytsiyla u = u’ olmak zorundadur. Benzer sekilde v = v/ oldugu da gosteri-
lebilir. O
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Not. Bu sonuctaki v ve v saytularinin ispatta gorildigui tizere
u = ebob(k, m), v =-ebob(k,n)

seklinde belirlendigini vurgulayalim.

9.2 Asal carpan ayrismasindan 7 ve o hesabt

Swradaki teorem, T ve o fonksiyonlarinin aralarinda asal sayu ciftleri icin
carpunsal oldugunu ifade ediyor:

Onerme 9.4. Eger m ve n pozitif saytart aralarinda asal ise mn sayist
icin T ve o fonksiyonlarimin degerleri

t(mn) =t(m)t(n) ve a(mn)=o(m)a(n)

olur.

Kanit. Onerme 9.3 ile, m ve n saytlart aralarinda asal olduklarindan
B*(mn) ={kl:keB*(m),leB*(n)} (9.1)
oldugunu ve bu kiimenin elemanlarinn ki, ko € B*(m), L, 1 € B*(n) icin
eder kily =kl ise ki =1y, ko=1,
sartunt saglardigunt goriyoruz. Dolayisiyla
t(mn) =B (mn)| = |B*(m)|.|B*(n)| = t(m)t(n)

esitliginin saglandigunt gozlemliyoruz.

Simdi de o(mn) degerini hesaplayalum. Bunun icin; a4, az,...,as de-
gerleri birbirinden farkly, by, by, ..., b degerleri birbirinden farklt olmak
tizere m ve n saytlarwinn pozitif bolen kiimelerini

Br(m)=A{ki:i=1,2,...,s} ={ki, kz, ..., ks}
Br(n)={l;:j=1,2,...,t}={ly, b.... I}
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olarak ifade edelim. Bu durumda Denklem 9.1 ile ve carpmanwn toplama
tzerinde dagima ozelligint kullanarak

o(mn) = kilh+kib+-+kl

+ k2[1 + /(2[2 + o+ kzlt
+ ksl + ksly + - + ksl

= k1([1+[2+---+lt)
+ho(l+L+--+1)
+thks(lh+L+--+1)

= (k1 +k2+~~~+/<5)([1 +[2+~~~+lt)

=ag(m)a(n)

esitligini elde ederiz. 0J

Not. Toplama sembolii ile, yukaridaki ispattaki hesabt daha sade bicimde

s s t
k[[' = l(l' L
J J

i=1 j=1

t
i=1 j=1 i=

ile ifade edebiliriz.

Ustteki onermeyi cok saywda aralarinda asal saywunin carpumt icin ge-
nelleyebiliriz:

Sonug 9.5. Pozitif ny,n,, ..., n¢ sayuart verilmis olsun. Eger 1 <i<j<t
sartun saglayan her i, j cifti icin n; ve n; aralanida asal ise

t(mny...ng)=t(ny)t(ny) ... t(n¢)

o(niny...ny)=0(ny)o(ny)...a(n¢)

saglanr.
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Kamt. Egzersiz. Her iki esitlik icin de t > 2 lizerinde tiimevarum uygulayn.
Ayrica su onermeyt ispatlayip kullanmaniz gerekecek:

“Eger k ile m sayilart ve k ile n sayilart aralarinda asal ise kK ve mn
saytlart aralarinda asaldur” 0J

Lemma 9.6. m ve n saytlart aralarinda asaldur ancak ve ancak ortak asal
bélenleri yoksa.

Kamt. (=) m ve n sayuart aralarinda asal olsun. Bu durumda, 1 di-
sinda ortak pozitif bolenleri yoktur. Dolayisiyla hicbir asal sayll m ve n
saytlarinin ortak pozitif béleni degildir.

(<= ) “Eger m ve n sayuarinn ortak asal bolent yok ise bu saytlar
aralarinda asaldu” onermesi yerine buna denk olan karsit-tersini, yani
“Eger m ve n aralarinda asal degil ise bu saytlarin ortak asal boleni vardur”
ifadesini ispatlayacagiz. Bunun icin, m ve n saytlarinin aralarinda asal
olmadtiklarint kabul edelim. Bu durumda bir k > 1 sayist bu iki saywnin
bir ortak bolenidir. Aritmetigin Temel Teoremi ile, kK > 1 oldugundan bir
p asalt icin p | k oldugunu goriiyoruz. Bu durumda, aynt zamanda k | m
oldugundan béliiniirligiin geciskenliginden (Bélim 4 Ozellik IV.) p | m
oldugunu elde ederiz. Aynt sekilde p | n de elde edilir. Sonuc olarak, p
asalt m ve n saytlarinin bir ortak asal bolenidir. 0J

Swradaki lemmadaki bir saywnun kuvvetleri toplamwyla ilgili 6zdesligi
herhangi bir r # 1 gercel saytst icin

_ rs+1

]
1+r+r2+---+r5:1—
_I‘

formunda hatulwyor olabilirsiniz. Biz ise bu bolmeyi, biitiin n # 1 tamsa-
ylart icin n =1 # 0 ve gosterecegimiz tizere n—1|nt*" -1 oldugundan,
bu sartlart saglayan tamsaytlar icin tanumlt “:" ile gosterdigimiz bélme ile
yazacagiz.

Lemma 9.7. Herhangi bir n # 1 tamsayist ve s >0 tamsaytst igin

n‘=1+n+n°+--+n°=(n""-1):(n-1)

-

I
)

saglanr.
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Kanit. Verilen saytlar icin su carpmayt inceleyelim:

A-n(+n+n?+--+n°)=1.(1+n+n’>+--+n°)=n.(1+n+n’+---+n°)
=t+n+n*+---+n°
-n-n*~--.—np°-np"!
=1 - ns+1
Buradan 1-n|1-n* oldugunu ve 1-n % 0 oldugundan
T+n+n’+--+n°=1-n"""):(1-n)
sonucunu elde ederiz. Bu da lemmada verilen denklem ile denktir. O

Sonug 9.8. Verilen bir p asal sayist ve s pozitif sayist icin p° sayisinda T
ve o fonksiyonlarunn degerleri

T(p°) =s+1 (9.2)
a(p*)=(p>"=1):(p-1) (9:3)

olur.

Kamit. Eger m | ps ise m sayisinin tek asal boleni p olabilir; clinkii bir g
asalt icin g | m ise, aynt zamanda m | p° oldugundan g | p* elde ederiz.
Fakat Aritmetigin Temel Teoremi'nden p° saytsint bélen tek asalin p oldu-
gunu bildigimizden p = g sonucuna ulastriz. Dolayiswyla, p* sayisinin her
pozitif boleninin bir e sayist icin m = p¢, e > 0 biciminde olmast gerektigi
sonucuna ulasuriz. Eger 0 < e <s ise p® = peps=¢ oldugundan p¢ | p° oldu-
gunu gortriz. Eger e > s ise p® = pspe=s > ps oldugundan p®¢ + p° oldugunu
gorirtiz. Sonuc olarak, pozitif bolen kiimesinin tam olarak 7(p®) = s + 1
elemanlt B(p®) = {p® : 0 < e < s} kimesi oldugu sonucuna ulastyoruz.
Buradan da Lemma 9.7 ile pozitif bélenler toplaminin

a(p?)=1+p+p?+-—-+p°=(p"=1):(p-1)

oldugunu goriyoruz. O
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Swadaki 6nerme ile artik bir sayinun asal carpan ayrismast verildiginde
bu saywnin pozitif bolen kiimesini acik bir sekilde yazabilecek ve pozitif
bolen sayisint ve pozitif bolenler toplaming, yani 7 ve o fonksiyonlarinin
degerlerini rahatlikla hesaplayabilecegiz.

Teorem 9.9. Bir m > 1 sayisy, birbirinden farklt pq,p2,...,ps asallart ve
pozitif s1,s,,...,s: saytlart igin

m=pi'py...p¢

olarak verisin. Bu durumda mn sayust igin T ve o fonksiyonlarinin degerleri

T(m) = lli[(Si+1)
:(;1+1)(52+1)...(5t+1) )
o(m) = T1(pi" = 1)+ (pi=1)
L 1) = DS 1) (pa D] (02 ~1) (e~ 1)]

olur.

Kanit. Verilen m = pi'p3* ... pi' saywsinin farkle asallardan elde edilen car-
panlarint su sekilde isimlendirelim:

S . S . S
=pi', ny=p3F, oo, ne=py
olsun. Bu isimlendirmeyle m sayist
m=nny...n;

olarak ifade edilebilir. Lemma 9.6 sayesinde i # j icin n;, n; sayt ciftinin
aralarinda asal oldugunu gortiyoruz, clinkii n; saytsinin tek asal bolent p;,
n; sayisinin tek asal boleni p; sayisidur ve i # j igin bu asallar farklidur.
Oyleyse Sonuc 9.5 ve Sonuc 9.8 ile aradigumiz

T(m) =t(n)t(ny)... t(ny)
t(p7)T(py) .- T(p?)
=(s1+1)(s2+1)...(s¢+ 1)
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ve

a(m)=a(ny)a(nz)...o(n)
=a(pi)a(p3). .. a(p?)
=[Py =) (pr = D[P =) (pa =D (3™ = 1) = (pe = 1)]

sonuclarint elde ederiz. 0J

Ornek 9.5. Tekrar béliimiiniin basinda Ornek 9.1 ve Ornek 9.2'de incele-
digimiz n = 72 icin 7 ve o fonksiyonlarwni, bu sefer yukarida elde ettimiz
yontemleri uygulayarak hesaplayalim. Oncelikle n = 72 sayisinin asal car-
pan ayrismastna ihtiyacumiz var:

72=8.9=233?
Dolayisiyla;
(72)=(3+1)(2+1)
=43=12.
0(72) =[(2>*"-1): (2-D].[B*"-1): (3-1)]

= (15:1).(26: 2)
=15.13=195 .

Ornek 9.6. Bu sefer t ve o fonksiyonlarint n = 36000 icin hesaplayalim.
Bunun icin 6nce bu saywnin asal carpan ayrismasint elde edelim.

36000 = 36.10° = 22.32.23.53 =2°.3253
Simdi Teorem 9.9 ile fonksiyonlarumizin dederlerini hesaplayabiliriz:

7(36000) = (5+1)(2+1)(3+1) =6.3.4=72 .

0(36000) = [(2°*" = 1) : (2-1)].[3*" =1): B-N]L[EB" -1): (5-1)]
= (63:1).(26:2).(624 : 4)
= 63.13.156 = 127764 .
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Boliim 10

Mersenne asallart ve mikemmel
saytlar

10.1 Mersenne asallart

Bir a pozitif sayist alalum. Herhangi bir n pozitif sayist icin a” -1 ile a
saytsinin aralarinda asal olduklarint gormek zor degildir: Eger bir k saytist
a ve a"—1 sayuarinun ortak bélenti ise k | [a"".a-1(a"-1)] =1 saglanr,
dolaytswyla a ve a" -1 sayuarinin tek pozitif ortak boleni 1'dir.

Su soruyu distinelim: m = a” — 1 formundaki bir sayt ne zaman asal
olur? Eger a =1 veya n =1 ise sorunun ilgin¢c olmadigun fark ediyoruz:
Eder a =1 1ise m =0 olur. Eger n =1 ise de m = a -1 saglanwjor, yani eger
a saytst bir asalin bir fazlaswyla m asal oluyor. Bu ytizden bundan sonrast
icin a > 2 ve n > 2 oldugunu kabul edelim.

Oncelikle, boyle bir m saytsinin

2

m=a"-1=(a-D(a""+a"?+---+a+1) (10.1)

seklinde carpanlara ayrildigunt haturlayalim. Eger n > 2 ise

n-1 n-2

a” '+a" 4+ +a+1z2a+122
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oldugunu gortiyoruz. Dolayisiyla eger aynt zamanda a -1 > 2 ise Denklem
10.1 ile m sayust bir bilesik sayt olur. Oyleyse m = a” — 1 sayisinin asal
sayt olmaswnin tek yolu, @ = 2 olmast. Bu ylizden bundan sonra sadece
a =2, yani m=2"-1 durumunu inceleyecegiz.

Simdi de n sayisinin bilesik oldugunu, yani k, [ > 1 icin n = kl oldugunu
varsayalim. Bu durumda m sayisint m = 2kt-1 = (2k)!-1 olarak yazabiliriz.
Eger b = 2% dersek m saytstnin m = b' =1 formunda oldugunu goériiriiz. Bu
da bize m saytsinin

m=b'-1=(b-1)(b""+b2+---+b+1) (10.2)

seklinde carpanlara ayrilmaswnt verir. Bu durumda k > 2 oldugundan b =
2k > 22 =4, dolaysiyla b-1>4-1=3>1 oldugunu goriiyoruz. Ayrica

bV e b2 b+ 12 b+1>1

oldugunu da gozlemliyoruz. Sonuc olarak, Denklem 10.2 ile m sayisinin
1'den buylik iki sayinin carpumt olarak yazildiging, yani bir bilesik sayt
oldugunu gortiyoruz.

Ustteki paragrafta eger n sayist bilesikse m = 2" — 1 sayisinin asal
olamayacagunt gordiik. Yani boyle bir sayt ancak n sayist asal ise asal
olabilir. Yukarida ulastigumiz sonuclart su onerme ile 6zetleyelim.

Onerme 10.1. Eger a > 2 ise veya n sayist bilesik ise a"—1 sayist bilesiktir.

Bu onermenin a > 1,n > 1 durumundaki karstt-tersint de diistinmek
faydalidur:

Sonug 10.2. 7’den bliyiik a ve n saytlart igin, eGer m = a" -1 sayust asal
ise a =2 ve n sayist asal olmalidur.

Bahsettigimiz bu 6zel bicime sahip asallara ayrt bir isim verecegiz:

Tanum 10.3. Eger p asal sayist icin g = 2P -1 sayist asal ise bu g sayisina
bir Mersenne asalt denir.
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Lk birkac Mersenne asalint séyle listeleyebiliriz:

22-1=3
2-1=7
2°-1=31
27 -1=127

Burada muhtemelen aklimiza gelen ilk soru su olur: Herhangi bir p
asalt icin g = 2P — 1 sayist her zaman asal mudu? Bu sorunun yanttinin
olumsuz oldugunu, 2" -1 sayisinin

21 -1 =2047 = 23.89

seklinde carpanlara ayrildigint gozlemleyerek goriiyoruz. Yani, bir p asalt
icin 2P — 1 sayist bir Mersenne asalt olabilecegi gibi bilesik bir sayt da
olabilir.

10.2 Milkkemmel sayilar

Bir saywunin kendinden kiictik (yani kendisi haric) pozitif bolenlerine o sa-
ywwn 6zbolenleri diyelim. Ornegdin, 6 sayisinin 6zbolenlerinin 1,2 ve 3; 12
saytstnin 6zholenlerinin ise 1,2, 3, 4,6 oldugunu gozlemleyelim.

6=1+2+3

oldugunu yant 6 saytsinin 6zbodlenleri toplamwna esit oldugunu da goriiyo-
ruz. Fakat bu ézellik biitiin sayular icin saglanmaz. Ornegin 12 icin

12+16=1+2+3+4+6

olur.

Tanum 10.4. Eder bir sayt 6zbolenlerinin toplamwna esit ise o saywya mdi-
kemmel sayt denir.
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Yukarida gordiik ki 6 bir miikemmel sayidur ama 12 degildir.
26=1+2+4+7+14

oldugundan 28 de bir mikemmel sayudur.

Bir pozitif sayinin 6zbdlenleri toplamwina o saywnin kendisini eklersek
o saytnin bitiin pozitif bolenleri toplamunt elde ederiz. Bir baska deyisle,
bir n pozitif sayisinin bitiin 6zbélenleri toplame o(n) — n olur. Dolayisiyla
bir n sayist miikemmel sayidir ancak ve ancak n = o(n) — n ise. Esitligin
iki tarafina n ekleyerek su sonucu elde ediyoruz:

Onerme 10.5. Pozitif bir n saytst miikemmel sayidur ancak ve ancak a(n) =2n
ise.

Swradaki 6nerme mitkemmel saytlar ile Mersenne asallart arasinda glicli
bir iliski olduguna isaret ediyor:
Teorem 10.6. Eger g = 2P — 1 bir Mersenne asalt ise 2P=1(2P — 1) bir mii-
kemmel sayudr.

Kanit. Verilen g = 2P -1 sayist bir Mersenne asalt oldugundan p saytsinin
asal oldugunu biliyoruz. p > 1 oldugundan g = 2P — 1 asal sayist tektir,
dolayisiyla g asalt 2'den farklidu. Bu durumda, n =2P=1(2P - 1) sayist icin

n=2r"¢q"
bir asal carpan ayrismasiduwr. Buradan, Teorem 9.9 ile

a(n) =[P -1): 2-D][(g"™" = 1): (g -1)]
=(20-1).[(g°=1) : (g -1)]

———
(g=1)(q+1)

- -1)(q+1)

=(2F-1)2°
=2.2r1 (2P -1)
=2n

sonucuna ulastriz. Bu da Onerme 10.5 ile n sayistnin bir mitkemmel sayt
oldugunu verir. O
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Bu teorem diyor ki, ne zaman elimizde bir Mersenne asalt varsa bu
saytdan bir miikemmel sayt elde ederiz. Peki bunun tersi de dogru mu-
dur? Eger elimizde bir miilkemmel sayt varsa buradan bir Mersenne asalt
elde edebilir miyiz? Swradaki teorem bunun da, en azindan cift mikemmel
saytlar icin dogru oldugunu soyliiyor.

Teorem 10.7. Eger bir n sayist cift ve miikemmel sayt ise, bir g = 2P -1
Mersenne asalt icin bu n sayist

n=2P"1(2r-1)
bicimindedir.

Kanit. Oncelikle, Aritmetigin Temel Teoremi ile n sayisinin 2'den ve bir-
birinden farklt py, p2, ..., ps asallart ve pozitif k, ki, kz, ..., ks sayllart icin

n= Zk.plqulg2 oph

seklinde yazilabilecegini biliyoruz. Bu ifadenin 2k disinda kalana kismunt
q:= pgngz ... pks
olarak isimlendirelim. Bu isimlendirme ile n sayisint
n=2q (10.3)

olarak ifade ediyoruz.

Simdi, n saytsinuin bir mitkemmel sayt oldugunu kullanarak o(n) dege-
rint

ag(n)=2n=22%q=2"¢q (10.4)
olarak hesaplayalum.

Elimizdeki g sayist tek saytlarin carpumt oldugundan bir tek sayudiur
ve dolayisiyla 2 asalt ile boliinmediginden Sonuc¢ 9.6 sebebiyle 2¢ ve g
saytlart aralarinda asaldw. Oyleyse, Onerme 9.4 ve Teorem 9.9 ile a(n)
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degerti
a(n) =0(2.q)
=0(2").0(q)
=[(2%"-1):(2-1)].0(q)
- (24 -1).0(q)

olarak hesaplanabilir. Burada o(n) icin Denklem 10.4'te elde ettigimiz
ifadeyi kullanalum ve denklemin sol tarafindan g sayisint ¢ikarp ekleyelim:

21g-q+q=(2""-1).0(q)
(2T =1)g+q=(2"-1).0(q)
q=(2""-1).0(q) - (2" - 1)q
g=(2“"-1).[ao(q)-q] . (10.5)

Bu denklemle a(q)-gq sayistnin g sayisint béldiigiint goriiyoruz. Ayrica
k > 1 oldugundan 2k+1 -1 > 22 -1 = 3 > 1 oldugunu da gozlemleyelim.
Dolayiswyla, o(q) - g < g olmalidwr, yani bu sayt g'nun bir 6zbéleni, baska
bir deyisle g'nun kendisinden farklt bir bélenidir.

Simdi, g sayisinin o(q) — g ve g disindaki biitiin pozitif bolenlerinin
toplamune b ile isimlendirelim. Bu durumda

o(q)=b+[o(q)-ql+q
o(q) =b+a(q)
0=b
esitligine ulasiriz. Baska bir deyisle, g sayisinin o(g)-gq ve g disindaki tim
pozitif bolenlerinin toplamu 0'dwr, yani g'nun kendisinden ve a(q) - g’'dan
baska pozitif boleni yoktur. Boylece; 1| g ve 1 # 1 oldugunu bildigimizden

1 saytsinin g'nun bir 6zboéleni oldugunu, dolayisiyla da g sayisinin tek
ozboleni o(q) — g oldugundan

a(q)-q="1

olmast gerektigint gortiyoruz. Ayrica g sayisinin 1 ve kendisi disinda pozitif
boleni olmadigindan g sayisinin asal oldugu sonucuna da ulaswyoruz. Simdi
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o(q) - g =1 esitligini Denklem 10.5'te kullanusak g asalt icin
q= 2/<+1 -1

ifadesini elde ederiz. Buradan da Sonuc 10.2 ile p = k +1 sayisinin asal
oldugunu goriiyoruz. Sonuc olarak, Denklem 10.3'te ifadeleri yerlerine ko-
yarsak, n saytsint bir p asalt ve g = 2P —1 Mersenne asalt icin

n=2r"(2r - 1)

olarak ifade etmis olduk.
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Boliim 11

Kalandaslik

Bir pozitif n sayist alalum. Bu saywyt kullanarak tamsaytlar tizerinde bir ~
baguntisint soyle tanumlayalum: Herhangi a ve b tamsaytlart icin

a~b < n|b-a (11.1)

olsun. Baska bir deyisle, eger n sayist iki sayunin farkunt boliiyorsa bu iki
sayt ~ ile baguntilt olsun.

Ornek 11.1. n =5 icin;

8~23 cinkii 5]123-8=15
16 + 43 ciinkli 5 +43-16 =27
23~8 cinkii 518-23=-15
42 ~ 42 cinkii 5]42-42=0.

Bu sekilde tanumlt ~ baguntisy, asagidaki 6nermeyle ispatlayacaguniz
tizere birtakum temel ozellikleri tasur.

Onerme 11.1. Her n > 0 sayist icin ~ yukarida tanumle baguntt olmak lizere

(a) Yansuma: Her a € Z icin a ~ a .

(b) Simetri: Her a,b € Z igin, eger a ~ b ise b ~ a.
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(c) Gegiskenlik: Her a,b,c €Z icin, eer a ~b ve b ~ c ise a ~ c.

Kanut. (a) Herhangi bir n sayist ve a € Z icin n | 0 = a - a oldugundan
a~ a elde ederiz.

(b) Verilen a ve b sayuart icin a ~ b saglansin. Bu durumda n | b - a
oldugunu elde ederiz. Buradan da n|-(b-a) = a - b oldugunu goriiyoruz,
dolayisyla ~ baguntistnin tanumindan b ~ a sonucuna ulastyoruz.

(c) Simdide a ~ b ve b ~ ¢ oldugunu kabul edelim. Bu, n | b—ave n | c-b
oldugu anlamwna gelir. Buradan Bélim 4 Ozellik V. ile n | (b-a)+(c-b) =
c—a oldugunu elde ederiz. Bu da bize aradigumiz a ~ ¢ sonucunu verir. [

Bir kiime tGzerinde Onerme 11.1'deki iic sartt saglayan baguntilara ma-
tematikte denklik bagintist dendigint hatulayalum.

Sonug 11.2. Her n pozitif sayist i¢in, Z lizerinde Denklem 11.1 ile tanumlt
~ baguntist bir denklik bagintisidur.

Tamsaytilar tizerindeki bu 6nemli denklik baguntist, kendine 6zel bir adt
ve gosterimi hak ediyor:

Tanum 11.3. Bir n pozitif sayist verilmis olsun. Eger a, b sayilart icin n |
b - a ise ‘a sayist b ile modiilo n’'de kalandastur’ denir ve bu iliski

a=b (mod n)
ile gosterilir.

Ornek 11.2. Bu tanum ve gosterim ile Ornek 11.1'deki iliskileri séyle ifade
edebiliriz:

8=23 (modb)
16 #43 (mod 5)
23=8 (mod 5)
42=42 (modb5) .
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Soru 1. Modiilo 1'de biitiin sayilarin kalandas oldugunu, yani her
a,beZ icin
a=b (mod1)

oldugunu gosterin.

Swadaki 6nerme, ‘kalandas’ kelimesint neden kullandigumizt agikliyor:
Iki sayinin modiilo n’'de kalandas olmast, tam olarak bu saytularin n ile
bolme algoritmaswyla boliindiiklerinde aynt kalant vermeleri anlamuna gelir.

Onerme 11.4. Bir n pozitif sayist verilmis olsun. a ve b saytlart modiilo
n'de kalandastir ancak ve ancak bélme algoritmast ile n sayisina boliin-
diiklerinde kalanlar esit ise.

Kamt. (=) a ve b sayularinin modiilo n'de kalandas olduklarint, yant
a=b (mod n) oldugunu kabul edelim. Bu,

n|b-a

oldugu anlamwa gelir. Diger yandan, bolme algoritmast ile a ve b sayulart
0 < rq, i < n olmak tzere belli g1, g2, r1 ve r; saytlart icin

a=qn+r ve b=qgon+n
olarak ifade edilsin. Bu iki bilgiyi birlestirirsek
nlb-a=(gn+r)-(qgin+r)=(q2-q1)n+ (rn—r)

oldugunu goriiyoruz. Bu ifadede n | (g2 - g1)n oldugu aciktu, dolayiswyla
Béliim 4 Ozellik V. ile

n | (g2—qi)n+(r2—r1)=(q2—qi)n=r2—-r

oldugu sonucuna ulaswyoruz, ki bu da bize n | |r; — | oldugunu da géste-

riyor. Diger yandan,

0< rp<n,

-n<-r1 <0
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oldugundan, esitsizlikleri toplayarak

-n<rp—-r<n

oldugunu goriiyoruz ve boylece 0 < |r—rq| < n esitsizliklerini elde ediyoruz.
Eger |r, — 4| > 0 olsaydy, n | oldugundan Boliim 4 Ozellik VIII. ile
|, — ri| > n olmast gerekirdi, fakat bunun dogru olmadigunt simdi gordiik.

r; —n

Sonug olarak |r; — r1| = 0 ve dolayiswyla ry = r; olmak zorundadur.

(<==) a ve b sayuarinin n sayistna bolme algoritmastyla boéliindiikle-
rinde aynt kalant verdiklerini, yani 0 < r < n olmak tizere belli g1, g, ve r
saytlart icin

a=qn+rveb=qgun+r

oldugunu kabul edelim. Bu durumda
b-a=(gan+r)-(gin+r)=qgan+r—gn-r=(qg2-q1)n

oldugunu, dolayiswyla da n | b—a oldugunu goériyoruz. Bu da kalandasligun
tanimwyla a ve b sayularinin modiilo n'de kalandas olduklart, yani

a=b (mod n)

oldugu anlamwna gelir. O

11.1 Kalandaslik ve islemler

Bu kisimda, temel islemlerimiz ile kalandasligun su anlamda uyumlu ol-
dugunu gosterecegiz: “Eger kalandas olan sayilara temel islemler uyqu-
lanwursa, sonuglar da kalandas olur.” Bu kistm boyunca, bir n > 1 sayisinin
verili oldugunu varsayalum.

Teorem 11.5. Herhangi a4, a3, by, by saydart i¢in, eder aq = a; (mod n) ve
by = b, (mod n) ise

i. ay+by=ay+by (mod n)
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ii. ay.by =ay.by (mod n)

saglanur.

Kamt. ay = a, (mod n) ve by = by (mod n) oldugunu kabul edelim, yani
n|a,—ay ve n|by- by olsun.

(i.) Bolim 4 Ozellik V. ile
n|(az—ay)+ (by=bq)=(a;+by) - (ar+by)
oldugunu goriiyoruz. Bu da aradigumiz a4+ by = a2+ a; (mod n) sonucu ile
denktir.
(ii.) Oncelikle a,b; — ayby ifadesinden a;by sayisint cikarp geri ekle-
yerek

aby — ayby = azby — axby + a,by — ayby = a,(by — by) + bi(a; — ay)

esitligini elde edelim. Bu, bize a,b, — a1by ifadesinin a, — ay ve by — by
saytlarinin bir dogrusal bilesimi olarak yazilabilecegini gosteriyor. Dola-
yiswla, n | a2 — a; ve n | by — by oldugundan, yine Bélim 4 Ozellik V.
ile

n | Clz(bz - b1) + b1(612 - CI1) = C12b2 - Cl1b1

oldugunu gortiyoruz. Bu da bize ulasmaya calistiguniz
ayaz = biby (mod n)

sonucunu veriyor. O

Soru 2. Bu ozellikleri kullanarak kalandaslik ile ¢ikartma isleminin
yukarwdaki anlamda uyumlu oldugunu, yani eger a; = a; (mod n) ve
by = b, (mod n) ise

ay—by=a;—a; (mod n)

oldugunu gosterin.
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Soru 3. Eger ay = a; (mod n) ise her k € Z* icin
k= ok
ai=a; (mod n)

oldugunu gosterin.
(Oneri: Carpmayla kalandasligin uyumu ile ilgili 6nermeyi kullanwun ve
k tzerinde tlimevarim uygulaywn.)

11.2 Kalandaslik siniflart ve modiiler aritmetik

Gecen kisumda oldugu gibi bu kisum boyunca da bir n > 1 sayisinin verilmis
oldugunu varsayalum.

Bu boliimiin baslarinda, Sonuc 11.2 ile kalandasligin bir denklik bagun-
tist oldugunu gormistiik. Bir denklik baguntist verildiginde, belli bir ele-
manla bu baguntwya gore denk olan biitiin elemanlardan olusan kiimeye
bu elemanwn ‘denklik sinift’ dendigint haturlayalum. Buradan hareketle, her
bir a € Z sayist icin a ile kalandas olan biittin saytlarin olusturdugu kii-
meye modiilo n'de a sayisinin kalandaslik sinifi, ya da kisaca kalan sinth
diyecegiz. Bir a sayisinin kalan suntfunt

a={xeZ: x=a (modn)}

ile gosterecegiz. Bu yazimwn bir zayfligt var: buradaki gibi a seklinde
bir ifadeyle karstlastigumizda, tek baswna bu ifadeden hangi n saytst icin
modiilo n'deki kalan sintfindan bahsedildigini anlamak mimkiin degil. Do-
layiswyla, bu notasyonu kullandigumiz her yerde hangi n sayist icin ka-
landasliktan ve kalan siniflarindan bahsettigimizin baglamdan acik olmast
gerekiyor.

Ornek 11.3. Modiilo 5'teki kimi denklik siniflarint yazalum:
{....,-9,-4,1,6,11,...}

3={...,-7,-2,3,8,13,...}
{...,-10,-5,0,5,10,15,... } .
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Bu noktada eger Onerme 11.4'ti haturlayacak olursak, modiilo n'de tam
olarak n tane kalan sintft oldugunu ve bunlart

0,1,2,....,.n-2,n-1

olarak listeleyebilecegimizi goriiriiz. Bunlar bir denklik baguntisinin tiim
farklt denklik siniflart oldugundan; ikili kesisimlerinin bos kiime verdigini
ve hepsinin bilesiminin tamsaytlar kiimesint olusturdugunu, baska bir de-
yisle Z'nin bir ‘parcalanisint’ verdiklerini biliyoruz.

Modiilo n'de kalan siniflart kiimesini Z, ile gosterecegiz. Bu kiimeyi
acik sekilde
Z,={0,1,...,n-2,n-1}

olarak yazabiliriz. Bu kiimenin tam olarak n elemandan olustuguna, yani
|Z,] = n olduguna dikkat edelim.

Kalandaslik ve kalan suntft kavramlary, tanumlarindan da anlasilacagu
tizere birbirlerine sikt sitkiya baglidu. Bu bagu su sekilde ifade edebiliriz:

‘Iki sayt modtilo n'de kalandastur ancak ve ancak modiilo n’'de kalan
sintflart aynysa.’

Ayrica bu kosullar, bir saywunn digerinin kalan sinifinin elemant olmasuyla
da denktir. Bu soylediklerimizi sembolik yazimla soyle toparlayabiliriz:

a=b (modn) <= a=b < aeb < bea.
Ornek 11.4. Modiilo 5'te 1 ve 6 saytlarinin kalandas oldugunu, yani
1=6 (mod5)

oldugunu rahatlikla gortiyoruz. Aynt bilgiyi, kalandaslik siniflart ile yuka-
ridaki ifadeye denk olacak sekilde

1l
ol

veya

S = =
m m
- ol

ile de ifade edebiliriz.
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Goriliyoruz ki, bir kalan sintfinin her bir elemant o kalan sinifint ‘temsil
etmek’ icin kullanuabilir: eger b € a ise b denklik sintfint a olarak da
yazabiliriz, ciinkii @ = b oldugunu biliyoruz.

Eder aq, ay, ..., a, saylarinn her biri farklt kalan siniflarindan ise (yani
herhangi ikist modiilo n'de kalandas degilse) bu saytlarwn her birinin kalan
swintfu digerlerininkilerden farklidir ve dolayiswyla tam n tane olduklarindan
bize bitin kalan siniflarint verirler, yani

Zn = {Er?& ce ,an—1r?n}

olur. Bu sekilde, her bir kalan sinifindan birer ‘temsilci’ secilerek olus-
turulan {ay,az,...,a,-1,a,} seklindeki kiimeye bir tam temsilciler kiimesi
denir. Ornegin, modiilo n'de 0’'dan n—-1'e kadar saytlarin bir tam temsilciler
kiimesti olusturdugunu gortiyoruz.

Ornek 11.5. Modiilo 5'te {0,1,2,3,4} bir tam temsilciler kiimesidir. Aynt
sekilde

{1,2,3,4,5}, {-3,-2,-1,0,1}, {17,18,19,20,21}

kiimeleri de birer tam temsilciler kiimesidir. Aslinda, herhangi ardisitk bes
tamsayt, modiilo 5'te bir tam temsilciler kiimest olusturur. Ardisitk saytlar-
dan olusmayan bir tam temsilciler kiimesi de, 6rnegin {15,6,-3,23,54}
biciminde kurulabilir.

Kalan swniflarinin kullanisle olmasinin asil nedent, tamsaytlar tizerindeki
temel islemleri Z, tizerinde de tanimlamanin miimkiin olmastdu. Simdi iki
kalan sinfinin, 6rnegdin belli a ve b saytlart icin a ve b'nin toplamunt nastl
tanumlamanwun dogal ve kullanislt olacagu tizerine diistinelim. Muhtemelen
ilk akla gelecek fikirlerden biri bu kalan sinuflarinin temsilcilerini toplamak
ve kalan swniflarinin toplamung, bu toplamuin temsil ettigi kalan sunift ola-
rak tantmlamak olurdu. Matematiksel dilde yazacak olursak, a ve b kalan
stniflartnin toplamunt

a+b:==a+b (11.2)

"Bu anlamda, kalan siniflart cok demokratiktirler: her bir elemant bitiin sinth temsil
edebilir.
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olarak tanumlamak akla yatkin goriniiyor?. Fakat biraz dikkatli bakarsak
bu tanimda potansiyel bir sorun oldugunu gortiriiz: Tanimladiguniz topla-
manwn sonucu, topladigunmiz kalan siniflarinin temsilcilerine baglt goriini-
yor. Fakat biliyoruz ki aynt denklik sintfint farkle sayilar temsil edebilir.
Dolaytswyla Denklem 11.2 ile Z, lizerinde ‘gercekten’ bir islem tanumlaya-
bilmemiz icin, aynt denklik sintfint temsil eden farklt sayilar aldigumizda da
sonucun degismemesi gerekli. Buradaki gibi, denklik siniflart tizerinde bir
islem (ya da fonksiyon) tanimlarken bu islemin sonucunun temsilciye baglt
olmaytp gercekten de sadece denklik sinitfina bagli olmaswna iyi-tanimlilik
denir. Denklem 11.2 ile gergekten bir toplama tanimlayabilmemiz igin, bu
islemin tanuimt icin onerdigimiz kuralin tyi-tanumlt olmast gerekir.

Onerme ve tanum 11.6. Z, lizerinde

a+b:=a+b,

a.b:=a.b

denklemleriyle tanimlanan ‘toplama’ ve “carpma’ islemleri iyi-tanumlidur,
yani eger a1, az, by, by saylart icin ay = a, ve by = b, saglanwyorsa

aq + b1 =dp+ b2 ve CI1./31 = Clz.bz

saglanur.

Kanit. Teorem 11.5 tam olarak aradigumiz sonucu kalandaslik dilinde ifade
etmektedir. O

Kalan swniflart kiimesi yani Z, tizerinde tanumlt bu toplama ve carpma
islemleri, tamsaytilar ve diger sayt sistemlerinden asina oldugumuz asagi-
daki 6nermede ozetlenen temel 6zelliklere sahiptir:

2Burada, a + b seklinde bir toplamanin daha énce tanumlt olmadigina dikkat ceke-
lim. Denklem 11.2'deki esitligin solundaki ve sagundaki ‘+" sembolleri aynt toplamayt
gostermiyor: esitligin solundaki, a ve b arasindaki '+’ sembolii yeni tanimlamaya niyet-
lendigimiz, Z, lizerinde bir islem adaywnt belirtirken; esitligin sagindaki a ve b saytlar
arasindaki '+’ ise ilkokulda 6grendigimiz tamsayular tizerindeki toplama islemini gosteri-
yor. Biz burada Z tzerindeki toplamayt kullanarak Z,, lizerinde bir toplama tanumlamaya
caliswyoruz.
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Onerme 11.7. 3Her a, b, c € Z, icin asadidaki ézellikler saglantr:

i a+(b+c)=(a+b)+c
ii. a+0=0+a=a

ii. a+-a=-a+a=0
iv.a+b=b+a

v a.(b.0) = (aB).C

vi. a.b=b.a

vii. T.a=a.1="1

—|

viii. a.(b+c)=a.b+a.c
(a+b).c=a.c+b.c

Kamt. Her maddenin ispaty, kalan siniflart tizeri

(toplamsal bilesme)
(toplamsal etkisiz eleman)
(toplamsal ters)
(toplamsal degisme)
(carpumsal bilesme)
(carpunsal degisme)

(carpumsal birim eleman)

(dagilma)

nde ilgili islemin tanumt ve

tamsaytlarda ilgilt 6zellik kullantlarak rahatlikla yaptlabilir. Ornek olarak,

(1) ozelligini ispatlayalim:

a+(b+c)=a+b+c

=a+(b+c)

=(a+b)+c

=a+b+c

=(a+b)+c.

3Eger bir kiime iizerinde bu 6nermede listelenen 6zelliklere sahip toplama ve carpma
gibi iki islem varsa, tizerindeki islemlerle bu kiimeye soyut cebirde birim elemanlt degis-

meli halka denir.
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Onermedeki Ozellik (iii) ile, Z, lizerinde ctkartma isleminin de toplama
aractliguyla
a-b:=a+-b

seklinde tanimlt oldugunu disiinebiliriz.

Boylece Z, kiimesinin lizerinde de bildigimiz sayt sistemlerinin (ize-
rinde oldugu gibi ‘gtizel ve uyumlu’ 6zelliklere sahip islemler tanimlt ol-
dugunu goriiyoruz. Dolayiswyla her bir n pozitif sayist icin Z, de bir ‘sayt
sistemi’ olarak gorilebilir. Bu sayt sistemini modiilo n’de sayilar olarak
isimlendirebiliriz.

Modiilo n’'de saytlarin sahip olmadigt onemli bir 6zellige dikkat ceke-
lim: Tamsaytlarda oldugu gibi, Z,'de de genel olarak saytlarin carpumsal
tersi yoktur. Fakat sonraki kisimda gorecegiz ki, n saytst asal oldugunda
bu durum 6nemli dlctide degisecek.

Bu sayt sistemleri lizerinde yapulan hesaplar ya da aynt hesaplarin
kalandaslik baguntist ile ifadeleri, yaygwn olarak modiiler aritmetik olarak
adlandurtlur.

Soru 4. Yutan eleman: Her a € Z, icin 0.a = 0 oldugunu gésterin.

11.3 Carpumsal ters ve sifuir-bolenleri

Onceki kisumlarda oldugu gibt bu kisum boyunca da bir n > 0 sayisinin
verili oldugunu varsaywjoruz.

Modiilo n'deki saytlarda, yani Z,'de su soruyu diistinelim: Modiilo n'de
hangi saytlarin carpumsal tersi vardu? Baska bir ifadeyle, hangi a € Z,
kalan swniflart icin

x.a=1
olacak sekilde bir x € Z, bulunabilir? * Tamsaytlarda sadece 1 ve -1'in
carpumsal tersleri oldugunu goériiyoruz. Fakat, 6rnegin Zo'da ilk anda go6ze

BLI ozelllée Sth'lJ Olcln kc lcll’] Sll’]lﬂc run, tam Olcll’c |( 7 lCindeki bil‘il 1 elemcmln, yani
n
1'in bolenlert oldugunu gozlemleyelim.
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carpmayan kimi elemanlarin carpumsal tersi olabiliyor:
25=10=1

oldugundan Zo'da 2'nin (ve tabii 5'in de) carpumsal tersinin oldugunu goz-
lemliyoruz.

Soru 5. (a) Z,'de n—1'in carpumsal tersinin oldugunu gosterin.

(b) Hicbir zaman sifur kalan sunifinin, yani 0'nin carpumsal tersi ol-
madigunt gosterin.

Tam olarak Z,'in hangi elemanlarinin carpumsal tersi oldu sorusunun
cevabunt siradaki 6nermeyle veriyoruz.

Onerme 11.8. Bir a € Z,, kalan sinifinin ¢carpimsal tersi vardur (yani x.a =1
olacak sekilde bir x € Z, bulunabilir) ancak ve ancak a ve n sayulart
aralarinda asal ise (yani ebob(n, a) =1 ise).

Kamit. (=) Verilen a € Z, icin carpumsal tersin var oldugunu varsayalum,
yant bir x€Z, icin x.a =1 olsun. Bu durumda, Z,,’'de carpmantn tantmindan
xa = 1 oldugunu gériiyoruz, bu da bize xa = 1 (mod n), yani n | 1 - xa
oldugunu soyliyor. Bu ise, bir y € Z icin 1 - xa = yn oldugu sonucunu
veriyor. Bu denklemi diizenlersek

1=x.a+y.n

esitligini elde ediyoruz. Buradan da Sonuc 6.9 ile a ve n sayiuarunn ara-
larinda asal olduklarint elde ediyoruz.

(<= Elimizdeki a ve n sayularinin aralarinda asal olduklarint varsa-
yalum. Bu durumda, yine Sonuc 6.9 ile

1=x.a+y.n

olacak sekilde x ve y sayuarinin var olugunu elde ederiz. Iki taraftaki
ifadelerin kalan siniflarina bakarak ve Z,'de elde ettigimiz esitligi diizen-
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leyerek

1=x.a+y.n

=Xx.a+y.n
Jw—/
0
=X.d

sonucunu elde ediyoruz, ki bu da bize a icin Z, de x gibi bir carpimsal
tersin var oldugunu soyliiyor. 0J

Bu onermeyle gortiyoruz ki, Z, icinde carpumsal tersi olan elemanlar
tam olarak n ile aralarinda asal olan sayilarla temsil edilen kalan si-
niflaridu. Bu durumda, elimizde bir tam temsilciler sinift varsa (6rnegin,
{0,1,...,n=1}), bu sayuar icinde kact n ile aralarinda asalsa Z, icinde o
kadar carpumsal tersi olan eleman bulunur.

Simdi de bir p asalt icin modiilo p'de saytularin carpunsal tersleri tize-
rine diisiinelim. Stfir kalan sinifinin, yani 0'nin hichir zaman carpimsal tersi
olamadwgunt biliyoruz. Tam temsilci kiimesi olarak {0,1,...,p-2,p -1} ki-
mesini segerek Z,'yi

Z,={01,....,p=-2,p-1}

olarak ifade edelim. Simdi, her k€ {1,2,...,p-2,p-1} icin 0 < k < p oldu-
gunu ve dolaytsiyla p asal oldugundan ebob(p, k) = 1 oldugunu gériiyoruz.
Dolaywswyla da Z,'de Onerme 11.8 ile béyle bir k secimi icin k kalan si-
nifunin carpumsal tersinin var oldugu sonucuna ulaswyoruz. Bu gozlemimizi
asagudaki sonuc ile ifade edelim:

Sonug 11.9. Eder p asal ise Z,’de 0 disinda biitiin kalan suniflarunn ¢ar-
ptmsal tersi vardur.

Yine Z, icinde kimi elemanlar, tamsaytlarda gozlemlenmeyen ikinci bir
ilginc 6zellik sergileyebiliyor. Biliyoruz ki a ve b tamsayulart stfirdan farkl
ise a.b carpumt sifir olamaz. Fakat, érnedin Zg'da, 2 # 0 ve 3 # 0 olmasina
karstn

23=6=0
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elde edebiliyoruz. Bu davranist sergileyen saytlara asagidaki tanumla 6zel
bir isim veriyoruz:

Tanum 11.10. Eger bir a € Z, kalan swnfi, sitfur kalan sintfindan farklysa
(yani a # 0 ise) ve x # 0 olmak tizere bir x € Z, icin
x.a=0
ise Z,'de a bir sthr-bélenidir denir.
Tanimin hemen oncesinde gordiik ki Z¢'da 2 ve 3 birer stfu-bolenidir.
Tanun geregi 0 kalan sunitfunin sifir-bolent olarak kabul edilmedigine dikkat

edin. Yukarida Sonug 11.9 ile gérdiik ki, p asal sayist igin Z,'de hig stfur-
béleni yoktur.

Swradaki onerme, Z, icindeki stfir-bolenlerini tam olarak tarif ediyor.

Onerme 11.11. Bir a € Z, kalan sunfi icin a # 0 olsun. a bir stfir-bélenidir
ancak ve ancak a ve n aralarinda asal degilse.

Kamt. (=) Onermenin bu yoniinii soyle ifade edebiliriz:

“"

a stfir-béleni = a ve n aralarinda asal degil”.

Bu 6nerme, gordiigiimiiz gibi P = Q biciminde. Biz bu 6nermenin yerine,
mantiksal denki olan -Q == =P onermesini, yani bu onermenin karstt-
tersi ° olan

‘a0 ve n aralaninda asal = a sifir-béleni degil”

onermesini ispatlamayt tercih ediyoruz.

a ve n sayularinin aralarinda asal olsun. Oyleyse Onerme 11.8 ile a.y =
1 olacak sekilde bir y € Z, kalan suntfinin var oldugunu biliyoruz. Bir

°ya da, kontrapozitifi
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x € Z icin x.a = 0 oldugunu kabul edelim. Bu denklemin iki tarafint y ile
carparsak

x.a.y=0.y
~——
1
x1=0
x=0

sonucuna ulastriz. Yani a’yt 0 disinda bir x ile carparak 0 elde etmek
mimkiin degildir. Bir baska deyisle, gostermek istedigimiz lizere, a bir
stfur-boleni degildir.

(<= ) a ve n sayiart aralarinda asal olmastn, yani bir d > 1 sayist
icin ebob(n, a) = d olsun. Oyleyse, d | n ve d | a olacagindan, belli k, [ € Z
saytlart icin

n=kd ve a=Id

saglanu. Simdi, n >0 ve d > 1 oldugundan 0 < k < n oldugunu goériiyoruz.
Buradan da k # n (mod n) sonucuna ulaswyoruz. Bu da

k+n=0
olmasiyla, yani k'nun stfur sindindan farkle olmaswyla denktir. Diger yandan,

ka=ka=kld=1lkd=1ln=10n=100=0

oldugunu gortiyoruz ve a’'nin bir sifur-boleni oldugu sonucuna ulastyoruz.
O

Ornek 11.6. Zg'yt

Zs = {0,12,3,4,5}

seklinde yazalum ve

1 =ebob(1,6) = ebob(5,6),
2 =ebob(2,6) = ebob(4,6),
3 =ebob(3,6)

oldugunu gozlemleyelim. Gortiyoruz ki, temsilcilerden 1 ve 5 saytlart 6 ile
aralarinda asaldwr; 2,3 ve 4 ise degildir. Buna gore Zg'nin elemanlart soyle
tiic gruba ayrtlur:
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. Stfur kalan sunifi: 0
it. Carpumsal tersi olanlar: 1,5

iii. Stfur-bélenleri: 2,3, 4.

Yukaridaki ornekteki ayrum, bitiin n > 1 secimleri icin gecerlidir: Mo-
dilo n'deki saytlar kiimesinin elemanlar, temsilcilerinin n saytst ile arala-
rinda asal olup olmamasina gore iki altkiimeye ayrilirlar. Sufur kalan sunift,
tek elemanlu ticlincti bir altkiime olusturur. Bu ayrismayt bir diagram ile
gosterelim.

L
Carpumsal tersi olanlar: Sufu-bolenleri
{@:ebob(n,a) =1} {@:ebob(n,a) =1}
Sihr kalan suntift
{0}
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Boliim 12

Sayt tabanlarn

12.1 Sayun bir tabanda ifadesi

Bir b > 1 sayist alalum. Herhangi bir n pozitif sayist secelim ve asagidaki
yinelemeli prosedurt kullanarak ag, aq,...,a, ve qo, g1, ..., gmsaytlarint
olusturalum:

I. (Baslangic adumi) Bolme algoritmaswyla n sayisint b ile bélelim ve
boliime qg, kalana ag diyelim, yani

n=qo.b+ay 0<apg<b
olsun.

Il. (Yineleme adumt) Son olarak elde edilen boliim degeri g; olsun. Eger
g; = 0 ise prosedrl sonlandwalim. Eger g; # 0 ise g; saywsint b ile
bolelim ve bolimi q;,1, kalant a;;1 olara isimlendirelim, yani

C/l‘ZC/[H.b-l-CI[H, OgCI[H <b (121)

olsun. Bu adumt tekrarlayalum.

Verilen bir sayt icin bahsi gecen a; ve g; saytlarinin nastl elde edildigini
bir 6rnek tzerinden gozlemleyelim
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Ornek 12.1. b =5 ve n = 366 icin yukarida tarif edilen prosediirii isletelim:

366=735+1 go=73, ap=1
73=145+3 g1=14, a,=3
14=25+4 g=2, a,=4

4-05+2 q3=(0), a3=2

Boylece a3 =2,a, =4,ay = 3,a0 =1 degerlerint elde ediyoruz. Yukaridan
asaguwya dogru her bir adumdaki g; degeri icin bir alttaki ifadeyi kullanursak

366 =73.5 + 1
=(145+3).5+1=145%+3.5+1
=(25+4).5°+35+1=25+45%+35+1
=253+452+35"+1.5°

esitligine ulastriz.

Bu ornekte, tarif edilen prosediir araciliguyla elde ettigimiz a; sayila-
rint katsayt olarak kullanarak n = 366 sayisint b =5 sayisinin Gslerinin bir
dogrusal bilesimi olarak yazabildigimizi gordiik. Ayrica, bélme algoritmast
sayesinde her bir a; icin 0 < a; < b saglandigindan n sayisinin bu gosteri-
minde katsayilarimizin negatif olmamast ve ‘kiiglik’ olmast gibi avantajlara
da sahibiz. Oyleyse su soruyu soralum: Bir b > 1 sayist verildiginde, her
n pozitif sayist icin boyle bir gosterim var mudu? Eger varsa, bu gosterim
tek midir? Bu sorulart hakkwyla yanttlamak icin biraz hazulik yapmamuz
gerekecek.

Yineleme adumindaki Denklem 12.1 ile, her i icin
qi+1-b=qi— a1 < q;

ve b > 1 oldugundan g1 < g; esitsizligini elde ediyoruz, yani g; saytlart
gittikce kiigliliiyor. Diger yandan her bolmede boliinen ve bdlen pozitif ol-
dugundan g;;1 > 0 oldugunu da gorliyoruz. Boylece, g; sayilart her adimda
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azaldigindan ve g; degerleri stfurin altina diisemeyeceginden bu yinele-
meli prosediiriin sonlu adunda, 6rnegin bir m € N sayust icin g, = 0 olacak
sekilde a,, = gm-1 # 0 degerlerine ulasarak sonlanacagunt goriiyoruz.

Eder go = g1.b+ a4 degerini n = qo.b + ag denkleminde yerine koyarsak

n

(g1.b+aq).b+ag

gq1.b*> + a1.b + ag

denklemine ulastyoruz. Yine bu ifadede g1 = g2.b+a; degisikligini yaparsak

n=(qg.b+ay).b’+ai.b+ag

q2.b> + ay.b* + ay.b + ag

esitligini elde ediyoruz. Swradaki lemma ile bu gozlemimizi genelleyecek
ve tlimevarum kullanarak ispatlayacaguz.

Lemma 12.1. Bir b > 1 sayist ve n pozitif sayist verildiginde, yukarida tarif

edilen ag,...,a, ve qo,...,qm saytlart ve her 1 <k <m igin
— | k / k=1, ... | 2 |
n=qr.b"+ax1.b"" +---+a,b"+a1.b+ag
k-1 '
= qr_1.b"+ Y aib’
i=0

saglanr.

Kanit. Ispatt k tizerinde tiimevarumla yapacaguz.

k =1 icin ispatlamaya calisttgumiz denklem n = qo.b + ag bicimini alur,
ki bunun dogru oldugunu gy ve ag saytlarinin baslangic adimindaki tant-
mundan biliyoruz.

Simdi de gerektirme adumt icin denklemin k saytst icin dogru oldugunu,
yani

k-1
n=qeq.b*+ Z a;.b'
i=0

esitliginin saglandigunt varsayalim ve aynt ifadenin k yerine k +1 kondu-
gunda da dogru olacagunt gosterelim. g; saytlarinin tanimwindan

Gk-1=qr-b+ay
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oldugunu biliyoruz. Bunu n = g4_1.b* + ¥ a;.b! ifadesinde yerine koyar-
sak

k-1

(qi-b+ag).b"+ > a.b'
i=0

k-1 '

C/k.bk+1 + CI/<./_7/< + Z Cli.bl
i=0

n

K
qi.b* " + Z a;.b'

i=0
(k+1)-1 ‘
= C/(k+1),1 .ka + Z Cli.bl
i=0

esitligine ulaswriz. Bu da tam olarak ispatlamaya calistigunmiz ifadenin k+1
icin dogru oldugunu gosterir. 0J

Simdi her sayt icin Ornek 12.1'deki gibi bir gosterimin tek bir sekilde
var oldugunu gosterebiliriz.

Teorem 12.2. Bir b > 1 sayst verilmis olsun. Her n pozitif sayist icin

m-1

Aam.b" + 0y 1.b" + -+ ay.b?+ay.b+ag

m

= Z Cli.bi ,
i=0

dyn # 0 ve her i =0,1,...,m icin 0 < a; < b olacak sekilde m > 0 ve
do, dq,...,dn-1,dy saytlart vardur ve tektir.

n

Kamit. Bu gosterimin varlige icin Lemma 12.1'de elde ettigimiz esitligi k =
m icin hesaplamak yeterlidir. Bu sekilde, boliimiin basinda tanumlanan a;
ve @, saytlarunt kullanarak

m-1

C/m,1.bm + Z Cli.b[
i=0
m-1

=ap,.b"+ ) a.b'
0

m .
Z Cl,‘.bl
i=0

n
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esitligini elde ederiz. Tanum geregi i =0,1,...,m icin 0 < a; < b esitsizlik-
lerinin saglandwgunt zaten biliyoruz.

Bu saytlarin tek bir sekilde belirlendigini gormek icin, m > 0 ve i =
0,1,...,m icin 0 < @; < b olmak tzere belli m, ay, a1, ..., ad; saylart icin

S

Il
M=

o

=

I
)

esitliginin saglandigunt varsayalim.

Eder m = m ise n icin gosterimleri aynt uzunluga getirmek icin soyle
bir diizenleme yapworuz: bir M sayisint m ve m sayularinin biiyik olant,
yant M = max{m, m} olarak tanumlayalum ve m < i <M veya m < i <M icin
katsaytlart sifur olarak tanumlayalum. Yani her m < i < M icin a; := 0, her
m<i<M igin a; =0 olsun.

Bu durumda n sayisint hem a; katsayiulart hem de @; katsaytlarwyla

M-1

n=apu.b”+ay b+ +a2.b%+ a1.b + ay

n=apn.b"+ay b+ + .67+ a1.b + Gy

seklinde aynt miktarda katsayt kullanarak ifade edebiliyoruz. Bu iki esitligi
birbirinden cikararak

0= (ap—ap).bM+ (anp1 = apr). DM+ (a1 = @1).b + (ag - o)

esitligine ulasuriz. Simdi her i =0,1,..., M icin ¢; sayisint ¢; = a;—a; olarak
tanumlayalum ve yukarwdaki esitligi

M-1

0=cu.b™+ ey M+ 4 ¢1.b+ ¢

biciminde tekrar yazalum. Buradaki ¢; katsaytlart tam olarak a; ve @; katsa-
yularinwn farke olarak tanumlandiguindan, a; = @; sartu ile ¢; = 0 sartu denktir,
dolayiswyla a; ve @; sayuarinin esit oldugunu gostermek icin ¢; = 0 oldu-
gunu gostermemiz yeterlidir.

Celiskiyle ispat yapmak tlizere, kimi i indekslert icin ¢; # 0 oldugunu
varsayalim. So6z konusu ¢; katsaytlarinin sifirdan farklt oldugu en kiictik
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indeks i = s olsun. Bu durumda, ¢, # 0 olmak tizere

0

em-b" + e DMV 4o+ cg b5 + o b°
M-s-1

(cp.bM=° + cppq.b +oo Copp.b + ¢5).b°

esitligini elde ederiz. Sagdaki carpuimda b* # 0 oldugundan

M-s-1

CM.bM_S+CM,1.b +"'+C5+1.b+C5:0

olmast gerektigini goriiyoruz. Burada c¢s sayisint esitligin solunda yalniz
bwrakarak ve sonrasinda sag taraftaki ifadeyi b parantezine alarak

M-s-1 —"'—C5+1.b

M-s-2 _

—CM./_)M_S - cpm-1.b
M-s-1

Cs

Cs (—CM./J —CM,1./J "'—CSH)./J

esitligine ulaswyoruz. Bu da bize b | ¢ oldugunu gosteriyor. Diger yandan,
Cs = a5 — ds olarak tanumlandiguindan ve 0 < ag, és < b oldugundan

-b<cs<b

oldugunu goriiyoruz. Bu da b | ¢ ile birlikte diistinildigiinde bize ¢s = 0
olmast gerektigini soyliiyor ki c¢s # 0 oldugunu biliyoruz, dolayisiyla c;
saytlarinin sifirdan farkle olabilecedi varsayumindan bir celiskiye ulastik.
Boylece her bir i icin ¢; = 0 oldugunu, bunun sonucu olarak da a; = @;
oldugunu gostermis olduk.

Bu teorem ile, her n pozitif sayisinin yukariwda tarif edilen 0 < a; < b
saytlart tarafindan tek bir sekilde belirlendigini goriiyoruz.

Tanum 12.3. Bir b > 1 sayist ve her i =0,1,...,m icin 0 < a; < b sartunt
saglayan a,, ap-1...,ay, ag saytlare verilmis olsun. Bu ozelligi saglayan
saytlar icin (a,am_q ... a1ap), ifadesini

m m-—a

(amUp-g...a1a9)p=du.b™ +an_1.b" " +---+ay.b+ag

m .
= Z Cl,‘.bl
i=0

saytst olarak tanumlyoruz. Bir n pozitif sayisticin e§er n = (apn0p_q ... a1dg)p
ise (apUy_q...ajap), ifadesi, n sayisinin b tabaninda gosterimi olarak ad-
landurlur.
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Saytlarin alisageldigimiz yazimunwn, sayilarin 10 tabaninda gosterimine
karsiulik geldigine dikkat edelim. Ornegin 366 saytst icin

366 = (366) 10

oldugunu goriiyoruz. Yine aynt sayinin 5 tabanindaki gosterimini Ornek
12.1°de
366 = (2431)s

olarak elde ettigimizi de gozlemleyelim. Sayularin 2 tabaninda gosterimi
(0zellikle bilgisayar biliminde) biiylik oneme sahiptir. Yine 366 saytsint
ele alacak olursak, bu saywnin 2 tabanwnda gosterimini boltimiin basundaki
prosediri bu sefer 2 ile bolmeler kullanarak elde edebiliz. Bu gosterime
ulasmanun bir diger yolu ise, bu saywyt 2'nin Gslerinin toplamt olarak yaz-
maktur:

366=256+64+32+8+4+2
=2842042542342242
=1.224027+12°41.2°402'+1.22+1.3°+1.2' +0.2°
- (101101110), .

12.2 Polinomlar

Bir x belirsizi' ve tamsayilart kullanarak yazabilecegimiz; ag, aq,...,dn €
7Z olmak tzere

1

p(x)=apx"+ady 1. x"" -+ a1.x+ g

bicimindeki ifadelere tamsayt katsayut polinomlar denir. Eger p(x) po-
linomu bir fonksiyon olarak kullantlirsa, yani x yerine tamsayt degerleri
konularak tamsayt dedgerleri elde edilirse, buradaki x belirsizi degisken
gorevi gorir. Bir p(x) polinomundan bu sekilde elde edilen p : Z - Z
bicimindeki fonksiyonlara polinom fonksiyon denir.

ling. indeterminate.
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Tamsayular tizerinde biitiin polinomlar kiimesi Z[ x] ile gosterilir ve tam-
sayt katsayili polinom halkasi? olarak isimlendirilir.

Her n pozitif sayist icin benzeri bir sekilde Z, katsaytlt polinomlart da
tanumlayabiliriz: a,,, a0, = 1,..., 01,09 € Z, olmak tizere

m1 L+ ay.x + dg

P(x)=a,x"+a,-1x

biciminde ifadelere Z, katsayili polinomlar diyecegiz. Bitiin Z, katsaytlt
polinomlardan olusan kiimeyi Z,[x] ile gostereceiz ve Z, katsaytlt po-
linom halkast olarak adlandwacagwz. Yine Z, katsayilt polinomlardan da
belirsize degisken muamelesi yaptilarak birer

p:ln— Ly
biciminde fonksiyon elde edilebilir.
Ornek 12.2. Zs katsayilt bir P(x) € Zs[x] polinomu
P(x) =3x>-x*+2
olarak tanumlanabilir (x2 teriminin katsayisinin =1 oldugunu diisiinebiliriz.)

Bu polinomdan elde edilen polinom fonksiyon, x = 2'de su sekilde he-
saplanabilir:

P(2)=32-2"+2

[ TR
©| o wl wl
W] oo
I [
+ +
+ 4+
Nl NI

-4+2
~4+2=7=2.

Eger elimizde tamsayt katsaytlt bir p(x) € Z[x] polinomu varsa, katsa-
ytlarin kalan siniflarina gecerek bu polinomdan p(x) ile gosterecegimiz bir

2Bu kiimenin halka olarak isimlendirilmesinin sebebi, iizerinde belli temel zelliklere
sahip toplama ve carpmanwn tanumlt olmasidir. Halkalar ve 6zel olarak polinom halkalart
lizerine soyut cebir alaninda derinlemesine calistlur.
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Z,, katsaytlt polinom elde edebiliriz. Daha net bir sekilde yazacak olursak,
eger p(x) € Z[x] polinomu

p(X) = am. X"+ Apoq X"+ g+ dg
olarak tanumlanmissa p(x) € Z,[x] polinomu

p(X) = X"+ dpy X"+ ay.x +ag

olarak tanumlantr.
Ornek 12.3. Tamsayt katsaytlt
p(x) =3x? —4x +7 e Z[x]
polinomu verilsin. Bu polinomdan elde edilen Zg katsaytlt p(x) polinomu
p(x)=3x*+(-D)x+7
=3x2+2x+1
olarak ifade edilebilir.

Tamsayt katsaytlt polinom fonksiyonlar ile onlardan elde edilen Z, kat-
saytlt polinom fonksiyonlar araswndaki iliski, siradaki onerme tarafindan
veriliyor.

Onerme 12.4. Tamsayt katsayut bir p(x) polinomu ve bir ¢ € Z sayist
verilsin. Bu p(x) polinomundan elde edilen Z,, katsayuli polinom p(x) ile,
¢ sayistnin mod(ilo n’de kalan sinitft © ile gosterilmek lizere

p(©) =p(c)

saglanr.

Kanit. p(x) polinomu belli ag, ay, ..., a, € Z saytart icin

p(X) = ap X"+ dpy X"+ ay.x + ag
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olarak verilmis olsun. Bu durumda, kalan suniflart icin toplama ve carpma-
nn tanumwndan

p(c)=an.c™+dnq.c" 1+ +ay.c+ag

=0, " +d, 1.C" "+ +a.C+ay

= p(c)

sonucunu elde ederiz. O

12.3 Bolunuarlik kurallart

Egitim hayatimizin daha erken asamalarinda, muhtemelen ‘tam béliine-
bilme kurallart adt altinda 6grendigimiz kimi boliintrlik kurallarint derin-
lemesine anlayacak ve bu kurallart ispatlayabilecek kuramsal donanima
ulasmis bulunuyoruz. Bu kurallarin en tnlilerinden biri olan 9'a bolintr-
lik kuraling, gelistirmis bulundugumuz cercevede bir 6nerme olarak asa-
guda ifade edelim ve ispatlayalum.

Onerme 12.5. Bir n sayist 10 tabaninda 0 < aq, ..., a, < 10 sayilart ile
n=(andn_1...01d9)10
biciminde ifade edilmis olsun. Bu durumda
N=dn+dyq1+-+ai+ag (mod9)

saglanr.

Kamit. Tamsayt katsaytle bir p(x) € Z[x] polinomununu ay, ..., a, saytla-
rint katsayt olarak kullanarak

m-1

p(x)=apx"+ a1 X"+ -+ a1x + ag

olarak tanimlayalim. Verilen n sayist 10 tabanwnda

(amUm_-..a1ag)o

=dp. 10" + a1 10" o+ @10 + ag

n
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olarak ifade edildiginden, bu polinom icin
n=p(10)

esitliginin saglandigunt gozlemleyelim. Simdi, herhangi bir a tamsayisinin
modiilo 9'daki kalan swnift a ile gosterilmek tizere, Onerme 12.4 kullanularak
Zq'da

p(10)
= p(10)
p(1)

a, 1 +a, KL a1+ ag

Uy + Uy +--+ 01+ dg

n

anp+dpq+---+dq1+dy
esitligine ulaswyoruz. Bu da tam olarak ispatlamaya calistigimiz
N=dn+dyq+--+ai+ag (modn)

kalandasliginin kalan siniflart dilinde ifadesidir. U

Sonu¢ 12.6. Birn = (a,dy,-1 ... ayag)q0 sayist 9 ile béliintir ancak ve ancak
Up+ Ay +---+ay +ag sayist 9 ile béliindir ise.

Kamt. Onerme 125ile n=ap+a,_1+---+ay+ag (mod 9) oldugunu hatur-
layalum. Dolaytsiyla, n =0 (mod 9) ile ay + ap1+---+a1+ag=0 (mod 9)
ifadeleri mantiksal olarak denktir. Oyleyse

9|n < n=0 (mod?9)
<~ dp+dy1+--+ay+ag=0 (mod9)

<~ 9|lap+ay+--+ai+ag
mantiksal denkliklerini elde ederiz. O

Ornek 12.4. n = 63485467 sayisinin 9 ile bélme algoritmaswyla béliin-
diigiinde kalan olarak kact verecegini Onerme 12.5 ile hesaplayalim. Bu
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onerme ile

63485467 =6+3+4+8+5+4+6+7 (mod9)
63485467 =43 (mod 9)

oldugunu elde ederiz. Bu asamada 43'li 9'a bolerek kalant hesaplamak zor
olmasa da, biz Onerme 12.5't tekrar uygulayalum:

43=4+3 (mod?9)
43=7 (mod9) .

Boylece 63485467 nin 9 ile boliimiiniin 7 kalanwnt verdigini, 6zel olarak da
63485467'nin 9'a boliinmedigini yani 9 + 63485467 sonucunu elde etmis
olduk.
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Boliim 13

Fermat'nun kiiciik teoremi

Lemma 13.1. Verilen bir a sayist ve p asalt icin p + a olsun.’ Bu durumda
modiilo p’deki kalandaslik siniflart kiimesi

Zp = {E,Z, ceey (/_’) — 1)[[,/_’)_0}
olur.

Kanit. Oncelikle
a,2a,...,(p-1)a,pacZ,

kalandaslik siniflarine diistinelim. Eger Z,'nin bu elemanlarinin hepsinin
birbirinden farklt oldugunu ispatlayabilirsek, bu listede tam olarak p = |Z,|
adet kalandaslik sintft oldugunu ve dolayiswyla Z,'nin biitiin elemanlarinun
bu listeden ibaret oldugunu gostermis oluruz.

Olmayana ergi yontemi kullanmak tizere bu listedeki iki kalandaslik
stntfinin esit oldugunu, yani 1 < k < [ < p sartint saglayan k ve [ sayilart
icin ka = la esitliginin saglandigint varsayalim. Bu durumda,

ka=la (mod p)

'p sayist asal oldugundan bu kosul p ve a sayilarinin aralarinda asal olmalarwyla
denktir..

102



kalandasligunt elde ederiz. Bu da bize
pl(la-ka)=a(l-k)

boliintirlik iliskisini verir. Burada p bir asal oldugundan Onerme 8.4 ile
p | a veya p | [-k olmast gerektigi sonucuna ulasiuriz. Fakat ebob(p, a) =1
ve p asal oldugundan p + a oldugunu; 0 < [-k < p oldugundan ise p + [-k

oldugunu gortiyoruz. Dolayiswyla bir celiskiye ulasmis olduk. O
Lemma 13.2. Her p asaliicin p ilen=(p-1)'=1.2. ... .(p-1) aralarninda
asaldur.

Kanit. Verilen p sayist asal oldugundan, p ile n saytlarinin aralarinda asal
olmast ile p + n birbirine denktir, dolayisiyla p + n oldugunu goéstermemiz
yeterlidir.

Olmayana ergi yontemti kullanmak tizere p | n oldugunu varsayalum. Bu

durumda
pl1.2. ... (p-1)

olacagindan Onerme 8.5 ile, 0 < i < p sartint saglayan bir i sayist icin p | i
sonucu ctkar, ki bu da Béliim 4 Ozellik VIIL. ile celisir. U

Teorem 13.3 (Fermat'nin Kiiglik Teoremi). Bir p asal sayist ve bir a € Z,,
kalandaslik sumift icin, eger Z,'de a # 0 ise

ar =1
saglanur.
Kamit. Lemma 13.1 ile
a,2a,... mp_a € Zp

kalandaslik siniflarinin her birinin farklt oldugunu ve modiilo p'de tiim ka-
landaslik sindflarinin bunlardan ibaret oldugunu biliyoruz. Burada, pa ile
stfur kalandaslik sinify, yanti 0 ifade edildiginden

(1,2,....p-1}y={a,2a,...,(p-1a}
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kiime esitligi saglanu. Bu gosterimdeki elemanlarin carpumlart esittir, do-
laytsiyla

73 p1-a2a. .. (p-Ta
1.2. ... (p-1)=12a. ... (p-MNa
(p-D'=(p-"1)lar
(p-N!=(p-1)la""

sonucunu elde ederiz. Lemma 13.2 ile (p—1)! ile p aralarinda asal oldugun-
dan (p —1)! kalandaslik stntfinin Z,'de tersi vardur, dolayisiyla yukaridaki
esitlikte bu ifadeyi denklemin iki tarafindan sadelestirebilir ve aradigimiz

1=gP"
kalandaslik siniflart esitligini elde ederiz. 0J
Bu teoremi, kalandaslik baguntist diliyle de ifade etmek yaygindur:
Sonuc¢ 13.4. Her p asali ve p + a sartint saglayan a sayist icin
a’'=1 (mod p)

saglanr.

Bu sonuctaki kalandasligun her iki tarafint da a ile carptigunizda, Fer-
mat'nwn Kiiclik Teoremi'nin cok kullansl bir diger gortiniimiini elde ederiz:

Sonuc¢ 13.5. Her p asali ve p + a sartint saglayan a sayist icin
a’”=a (mod p)

saglanur.
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Boliim 14
Pisagor liclileri

Tanum 14.1. Eger a, b ve ¢ pozitif sayuart icin

a’ + b? = ¢?
esitligi saglanwor ise (a, b, ¢) bir Pisagor tigliistidiir denir.

Verilen herhangi ti¢ saywunun pozitif ortak bolen kiimesini

OB*(a,b,c)={deZ":d|a,d|b,d]|c}
=B (a)nB*(b)nB*(c)

olarak tanimlayalim. iki saywinin ortak bélen kiimesi icin oldugu gibi, bu
saytlardan en az biri stfirdan farklt ise OB*(a, b, ¢) kiimesi sonludur ve
dolaytsiyla bir maksimum elemant vardu. Bu maksimumu a, b, ¢ sayularinin
en buiytik ortak ortak boéleni olarak tanumlayalum ve

ebob(a, b, ¢) :=maxOB*(a, b, c)

ile gosterelim.

Tanum 14.2. Eder (a, b, ¢) seklinde bir Pisagor (clist icin ebob(a, b, ¢) =1
ise, (a, b, ¢) bir ilkel Pisagor (icltisiidir denir.
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Her (a, b, c) Pisagor lclisi icin, d = ebob(a, b, c) olmak lzere (a :
d,b:d, c:d) bir ilkel Pisagor tglisi olur. Demek ki her Pisagor lcliisiini
bir ilkel pisagor tcliistinden, terimlerinin hepsini bir pozitif saywyla carpa-
rak elde edebiliriz. Yani biittin Pisagor lcliilerint bulmak icin ilkel Pisagor
tclilerini bulmamiz yeterlidir.

Lemma 14.3. Eger (a, b, ¢) bir ilkel Pisagor (icliisti ise a, b ve ¢ saytlarunn
herhangi ikisi aralarinda asaldr.

Kamt. (a,b, c) bir ilkel Pisagor tclisti olsun ve olmayana ergi yontemi
kullanmak tizere, a ve b saytlarinin aralanda asal olmadiklarint varsayalim.
Bu durumda bir p asalticin p | a ve p | b saglanwr. Bu durumda p | a? ve p |
b? oldugunu, bunun sonucu olarak da p | a? + b? = ¢? oldugunu goriiyoruz.
Fakat bu da p asal oldugundan p | ¢ oldugu sonucunu ve dolayisiyla
da ebob(a, b,c) # 1 oldugunu verir, bu ise (a, b, c) Pisagor Uclistiniin
ilkelligiyle celisir (egzersiz).

Aynt yontemle, a ile c¢'nin ve b ile ¢'nin de aralarinda asal olduklart
gosterilebilir. O

Lemma 14.4. Eger (a, b, ¢) bir ilkel Pisagor ligliisti ise a ve b saytlarunn
biri ¢ift digeri tektir.

Kamt. Bir (a,b,c) ilkel Pisagor Uclist icin a ve b sayilarinn ikisinin
birden cift ya da ikisinin birden tek olamayacagunt gosterelim.

Buradaki a ve b sayuarinwn ikisinin birden cift olamayacagunt Lemma
14.3 ile hemen goriyoruz: Eger a ve b cift olsaydt aralarinda asal olmaz-
lardu

Simdi a ve b sayilaruinn ikisinin birden tek olamayacagunt gosterelim.
Olmayana ergi yontemi kullanmak tzere, ikisinin de tek oldugunu varsa-
yalum. Bu durumda a = 2k+1, b = 2[+1 olacak sekilde k ve [ saytlart vardur.
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Oyleyse

c? = a’+ b?

(2k +1)? + (21 +1)?
=4k + 4k + 1+ 412 + 4k +1
=4(k>+ k+P+1)+2

esitligini elde ederiz. Bu da modiilo 4'te
=2 (mod 4)

kalandasligunt verir. Fakat modtlo 4'te hicbir saywnin karesi 2 ile kalandas
olamayacagindan, bu bir celiski verir. ! 0J

Bu lemmanun sonucu olarak, herhangi bir (a, b, ¢) ilkel Pisagor tclisi
icin ¢ = a?+ b? oldugundan ¢? sayisinin her zaman tek oldugunu, buradan
da c sayisinin bir tek sayt olacagunt elde ederiz.

Lemma 14.5. Eger aralarinda asal olan m ve n pozitif saytlarinin ¢arpunt
bir x pozitif sayistnin karesine esitse, yani ebob(m,n) =1 ise ve bir x
saytst i¢cin

mn = x

saglanwyorsa,

m=u?n=v2

olacak sekilde u ve v pozitif sayulart vardur.

1l
RN

Kamt. Lemmada varsayuldwgu gibi, m, n ve x saytlart icin ebob(m, n)
ve x? = mn esitlikleri saglansin. Bu durumda x | mn ve ebob(m,n)

1l
RN

oldugundan, Onerme 9.3 ile

x=uv,u|m,v|n

"Modiilo 4'te hicbir saywunn karesinin 2 ile kalandas olamayacagunt gérmek icin, Z4'te

0’ =0, 7" =T,

2’ =0,

3-7
oldugunu gozlemleyelim.
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olacak sekilde u ve v pozitif saytlarinin var oldugunu gortiyoruz.

Buradaki m ve n sayilart aralarinda asal ve u | m oldugundan u ve n
saytlart da aralarinda asal olur. Dolayiswyla, u? ve n sayilart da aralarinda
asaldw. 2 Simdi,

u? | u?v? = x*=mn

oldugunu gozlemliyoruz ve ebob(u?,n) =1 oldugundan u? | m oldugu so-
nucuna varwjoruz (neden? egzersiz). Aynt sekilde v? | n oldugunu da gos-
terebiliriz.

Bolim 4 Ozellik VIII. ile u? < m ve v? < n oldugunu gériiyoruz. Eger
u? +m veya v? £ n olsaydt

x* = (uv)? = u?v? <mn = x°

celiskisini elde ederdik. Boylece u ve v sayulart icin

oldugu sonucuna ulastwyoruz.

Yukaridaki u? | m ve v? | n ifadelerini birlestirerek u?v? | mn = x?
oldugunu da gortiyoruz. O

Yukaridaki ispatta egzersiz olarak biuraktigumiz 6zelligi bir soru olarak
formiile edelim:

Soru 1. Eger m, n ve k saytlart igin
k| mn ve ebob(k,n)="1

ise k | m oldugunu gosterin.

2Bunu gormek icin, u?

ve n'nin aralarinda asal olmadiklarint varsayalum. Bu durumda
bir p asalticin p | u? ve p | n saglanwr. Bu durumda p | u oldugunu da gériiriiz. Dolayisiyla
p asaltun u ve n sayuarinin bir ortak boleni oldugu sonucu gikar, ki bu da v ve n'nin

aralarinda asal olmasuwyla celisir.
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Teorem 14.6. a sayust ¢ift olmak lizere biitiin (a, b, c) ilkel Pisagor (igliileri,
tam olarak

u>v>0, ebob(u,v)=1 ve uzv (mod2)

sartlarint saglayan belli u ve v saytlart igin

a=2uv,
b=u?-Vv?,
c=u’+Vv?

olarak ifade edilen sayilardan olusur.

Kant. 1k olarak, a saytst cift olmak tizere bir (a, b, ¢) ilkel Pisagor ticliisii
alaluim ve teoremde verilen o6zelliklere sahip v ve v saytlart bulunabilece-
gint gosterelim.

Oncelikle; Lemma 14.4 ve sonrasindaki actklama ile b ve ¢ saytlarinn
tek oldugunu gortiyoruz. Oyleyse c + b ve c — b saytlart gifttir, yani 2 ile
bolintrler. Dolayiswyla, m ve n pozitif tamsaytlarunt

m:=(c+b):2 n:=(c-b):2
olarak tanimlayabiliriz. Burada ¢ > b > 0 oldugunu bildigimizden
m>n>0

oldugunu da gortiyoruz. Ek olarak, bu m ve n sayularinin aralarinda asal
olduklarint da gorebiliriz. Ciinkli aksi takdirde bir p asalt hem m hem n
saytsint bolerdi, bu durumda da

plm+n=c ve p|lm-n=5>b

olmasint gerektirirdi. Fakat Lemma 14.3 ile b ve ¢ sayilarinin aralarinda
asal olduklarwnt, dolayisiyla bunun dogru olamayacagunt biliyoruz.
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Simdi mn carpumint hesaplayalum:

mn=[(c+b):2].[(c-b):2]
=[(c+b)(c-b)]:4
=(c?*-b?):4

a’:4

(a:2)*.

Boylece, mn carpimunin bir saywinin karesine esit oldugunu gormiis olduk.
Ek olarak m ve n sayilarinin aralarinda asal olduklarint da bildigimizden,

Lemma 14.5 ile

m = LI2, n = V2

olacak sekilde u ve v pozitif saytlarinin var oldugunu gortiyoruz. Bu sekilde
tanumlt u ve v saytlart icin

(7:/77+I"I:LI2-‘1-V2 ve /J:I77—I7:LI2—V2

oldugunu hemen gortiyoruz. Ayrica

a’=c? - b?

(c+b)(c-b)
=2m.2n
= 4u’v?

= (2uv)?

oldugundan ve a > 0,2uv > 0 oldugunu bildigimizden
a=2uv

sonucuna da ulasiuriz. Boylece a,b ve ¢ sayilarinin u ve v sayilart icin
istedigimiz formda olduklarwunt gortiyoruz. Ayrica m > n oldugundan u > v
de saglanwu. Bu u ve v saytlart aralarinda asaldur; clinkli eger aralarinda
asal olmasalardt bir p asalticin p | u ve p | v saglanudy, bu da p|u?=m
ve p | v2 = n olmaswnt gerektirirdi ki bu sonu¢ m ve n sayuarwnin aralarinda
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asal olmasuyla celisirdi. Dolaytsiyla u ve v ile ilgili gostermemiz gereken
kosullardan sadece v # v (mod 2) oldugu kaldi. Bu kosul ise

u+v=1 (mod?2)

kalandasligt ile, yani u + v sayisinin tek olmast ile denktir. Bu sonuca
ulasmak icin once

2

(u+v)2=u?+v?+2uv=m+n+2uv=c+2uv

oldugunu gozlemleyelim. Buradaki ¢ saytsinin tek oldugunu biliyoruz, do-
layisyla 2uv cift oldugundan (u+v)? sayistnun, buradan da u+v saytsinin
tek oldugunu goriiyoruz.

Simdide u > v >0,ebob(u,v)=1ve u#v (mod 2) kosullarint saglayan
bitiin u, v sayt ciftleri icin

2 2 2

a=2uv, b=u?>-Vv’c=u’+v

seklinde tanumlt (a, b, ¢) saylarinun a cift olmak tlizere birer ilkel Pisa-
gor Uclisu olusturdugunu ispatlayalim. Boyle tanumlt a sayisinin cift ol-
dugu asikar oldugundan, geriye a? + b? = ¢? esitliginin saglandigunt ve
ebob(a, b, ¢) =1 oldugunu gostermek kalwyor. Bu saytlar icin a? + b? top-
lamunt hesaplayarak

a’+b% = Quv)? + (u? - v?)

=4V + ut + 202+ V!

= (u?)? + 2uv? + (V?)?
= (u? +v?)?

CZ

esitliginin saglandiginy, yani (a, b, ¢)'nin bir Pisagor dcliisii oldugunu go-
riyoruz.

Simdi de ebob(a,b,c) = 1 oldugunu gostermek icin, olmayana ergi
yontemini kullanmak tizere ebob(a, b, ¢) # 1 oldugunu varsayalum. Bu du-
rumda bir p asalt a, b ve ¢ saytlarinin ortak boleni olmalidw. Bu durumda,
bu p asalt c'yi béldigiinden ¢? sayisint da béler ve dolayisiyla

plct=u+v?=(u+v)*-2uv
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saglanur. Verilen ozelliklerden u # v (mod 2) oldugunu, yant u+v saytsintn
tek oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla yukaridaki ifadeden

c?=(u+v)*-2uv

saytstnin da tek oldugunu goriiyoruz. Boylece, p asalt bir tek saywyt bol-
digiinden p # 2 sonucuna ulaswjoruz.

Elimizdeki p asalt b ve ¢ saytlarint béldiginden bu saytlarin toplamunt
ve farkunt da boler, dolayisiyla

plc+b plc-b
plu+vi+u?-v? plu?+vi—(u?-v?)
p|2u? p|2v?

boliindrlik iliskilerint elde ederiz. Buradan da; p asal ve p # 2 oldugundan
p | u? oldugunu goriiyoruz ve p | u sonucuna varwjoruz. Aynt sekilde p | v
oldugu da elde edilebilir. Boylece p asalinin u ve v'nin bir ortak bolent
oldugunu buluyoruz, ki bu u ve v sayularinin aralarinda asal olduguyla
celisir. O
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