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Aciklamalar

e Bu ders notlar1t MSGSU 2019-20 Bahar Dénemi MAT 438 “Gruplarin
Gosterilig Teorisine Girig” dersi i¢in hazirlandi.

e Notlar, G. James ve M. Liebeck’in “Representations and Charac-
ters of Groups” kitabim takip eder.

e Bu notlarda “uzay” dedigimizde “vektor uzayi”’m kastedecegiz.

e Bu notlarda “kitap” dedigimizde G. James ve M. Liebeck’in ”Repre-
sentations and Characters of Groups” kitabinmi kastedecegiz.

e Vektorlerin gerdigi altuzay: ‘sp’ ile gosterecegiz. Ornegin: sp(vy, vs)



Bolim 1

Grup Temsilleri

1.1 Temsiller

Gruplar oldukga soyut matematiksel nesnelerdir. Gruplar: daha somut olarak
gorebilmenin yaygin bir yolu, grup elemanlarini bir kiimeye etki ettirmek ve
bu etkiyi incelemektir. Grup temsili denilen seyi de, goreceksiniz ki temelde
verilen bir grubu, her bir elemanini bir fonksiyon araciligiyla ‘uygun’ bir
sekilde bir vektor uzay: iizerinde etki ettirmek olarak tanimlayacagiz.

Bu ‘uygun’lugu biraz daha tartisalim: Oncelikle, bir vektor uzay: tizerin-
deki ‘uygun’ fonksiyonlar dogrusal doniisiimlerdir; demek ki her bir grup ele-
manini bir dogrusal doniigiim ile iligkilendirebiliriz. Ayrica, bu iligkilendirme
grup islemi ve 6zellikleri (birim eleman, ters) eleman ile de uyumlu olmali.

Vektor uzayinin bir tabani secildiginde bu vektor uzay: tizerindeki dogrusal
doniigtimler, kare matrislere karsilik gelir. Yani, grubun her bir elemanini bir
dogrusal dontisiimle iligkilendirmek yerine ‘uygun’ bir matrisle iligkilendirmeyi
de digiinebiliriz. Bu matrisler, tersinir grup elemanlarina karsilik geleceginden
kendileri de tersinir olmali: bagka bir deyisle determinantlari sifirdan farkh
olmali.

Tercihe gore matrislerin girdilerini gercel sayilardan veya karmagik sayilardan



alabiliriz. * F ile, R veya C’yi gosterelim. Girdileri F’den olan n x n boyutlu
matrisleri GL(n, F') seklinde gosterecegiz. GL(n, F')'nin matris ¢garpmasina
gore bir grup olusturduguna dikkat edin!

Tanim 1.1. G bir grup olsun. G grubundan GL(n, F') grubuna
p:G— GL(n,F)
g—gp

seklinde bir homomorfizme, G grubunun bir temsili (veya gésterilisi), n
sayisina da bu temsilin derecesi denir.

Ornek 1.1. G grubunu Dg = {(a,b|a* =b*=1,b"tab = a~') dihedral grubu
olarak segelim, p : Dg — GL(2, F) grup temsilini de bu grubun iiretegleri

A:{ 0 1}’32{1 0}’
-1 0 0 -1

ap=A, bp=B

uzerinden

olmak tizere

olacak gekilde tanimlayalim. Bu elemanlar grup sunumundaki bagintilari,
yani

A*'=B?’=1,, B'AB=A"!

kosgullarini sagladigindan gercekten de bu sekilde bir homomorfizm tanimlanabilecegini
gorityoruz. Grup temsili ile her bir grup elemaninin eglestigi matris asagidaki
tabloda veriliyor:

1 a a? a® b ab a?b a®b

gp

o) o] Lo [ o) Lo ) [9 o] [o] 7]

'Bu secim, aslinda vektdér uzaymin hangi cisim iizerine tamimli oldugu ile ilgilidir.
Bagka cisimler tizerine temsil kurami diiginmek de miimkiin olmakla birlikte, bu ders icin
sadece gercel ve karmagik sayilar cisimleri ile ilgilenecegiz.



1.2 Temsil denkligi

Elimizde bir p : G — GL(n, F) grup temsili olsun. Herhangi birn x n boyutlu
T € GL(n, F) tersinir matrisi igin
c:G— GL(n, F)
g—=T gpT
fonksiyonunu tanimlayalim. Bagka bir deyisle, ¢ altinda ¢ € G elemaninin
goriintiisii, gp matrisinin 7 ile esglenigi olsun. Bu durumda, herhangi g,h € G
icin
(gh)o =T~ (gh)pT
=T""(gp)
T~ (gp)
= (g90)(ho

P
(hp) T
TT hp)T
)

oldugunu goriiyoruz, yani bu sigma fonksiyonu da G grubunun n dere-
celi bir temsili oluyor. Kare matrisler iizerinde eslenik alma igleminin taban
degigtirmeye karsilik geldigini hatirlayalim. Bu bakigla p ve ondan eglenik ile
elde edilen ¢ temsillerinin ¢ok da farkli olmadiklarini, bir taban degistirme
islemi diginda ‘benzer’ olduklarini séyleyebiliriz. Bu bakisa dayanarak agsagidaki
tanimi yapacagiz.

Tanim 1.2. Bir G grubu i¢in n dereceli p : G — GL(n,F) ve 0 : G —
GL(n, F) temsilleri verilsin. Eger her g € GG i¢in

go=T""'pT

saglanacak sekilde bir " € GL(n, F') matrisi varsa, p ve o temsilleri denktir
diyecegiz.

Bu denkligin gercekten de bir denklik bagintis1 verdigini ispatlamay1 eg-
zersiz olarak birakiyoruz.



1.3 Temsillerin ¢ekirdekleri

Bir grup temsili aslinda bir grup homomorfizmi oldugundan, bir temsilin
cekirdeginden (kernelinden) bahsedebiliriz. Daha agik bir gekilde, bir p : G —
GL(n, F) grup temsilinin ¢ekirdegi (ya da, kerneli), I,, ile n xn boyutlu birim
matris gosterilmek tizere G'nin

Kerp={geG:gp=1}

seklindeki altgrubudur.

Bir G grubunun, her g € G igin gp = [1] seklinde tanimlanan p : G —
GL(1,F) temsiline bu grubun agikar temsili diyecegiz. Asgikar temsil i¢in
Ker p = G oldugunu gozlemleyelim. Asikar temsiller her grup elemanini ayni
matrise gonderirler, yani birebirlige miimkiin oldugu kadar uzaktirlar. Tam
tersi ozellik gosteren temsilleri su sekilde isimlendirecegiz:

Tanim 1.3. Eger bir p temsili igin Ker p = (1) ise (bagka bir deyisle, eger p
birebir ise) p temsili bir sadik temsildir denir.

Onerme 1.4. Birp : G — GL(n, F) temsili sadiktur ancak ve ancak gorintisi (yani
Imp) ile G grubu izomorfik ise.

Kanat. Egzersiz. O



Bolim 2

FG-modulleri

Elimizde n dereceli bir p : G — GL(n, F) temsili olsun. V' = F™ vektor
uzayimi digiinelim, ve bu uzaym n terimli her bir siralisin1 bir satir matrisi
olarak diigiinelim, yani bizim i¢in

A, Ao h) = A A oo A ]
olsun. Bu durumda her A € GL(n, F') matrisinin
V=V
vi—= vA

seklinde bir dogrusal dontigiim belirledigini gorebiliriz. Dolayisiyla her bir
g € G grup eleman1 bu sekilde gp tarafindan belirlenen ve

v v(gp)

seklinde caligan tersinir bir V' — V dogrusal doniigimi verir. Bir bakima;
her bir grup elemani, bu tarif edilen sekilde V’deki her bir vektor iizerinde
‘etkir’. Bu tir bir etkiyi soyutlayarak asagidaki sekilde tanimlayacagiz:

Tanim 2.1. G bir grup, V ise F' cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. Eger
VxG—=V
(v, g) = vg

bigiminde gosterilen bir iglem, her u,v € V, A € F ve g, h € G i¢in

9



L. v(gh) = (vg)h
ii. vl=v
iii. (A\v)g = A(vg)

iv. (u+v)g=wug+uv

kogullarini sagliyorsa, bu iglemle birlikte V' vektor uzayima bir F'G-modiilii de-
nir.

Notasyon. V bir FG-modiilii, B ise V'nin bir tabani olmak iizere her bir
g € G i¢in v — vg dogrusal doniigiimiine B tabaninda karsilik gelen matrisi
[g]s seklinde gosterecegiz.

Siradaki iki teorem, grup temsilleri ve F'GG-modiilleri arasinda iki yonlii bir
iligki oldugunu gosteriyor:

Teorem 2.2. G grubunun bir gésterimi p : G — GL(n, F) olsun. Bu du-
rumda V = F™ vektor uzan,

VxG—=V
(v, 9) = v(gp)

1slemine gore bir FG-modil olur. Ayrica, oyle bir B tabany vardir ki bu FG-
modult i¢in
g9p = g]»

saglanar.
Teorem 2.3. V bir FG-modiili, B ise V 'nin bir tabant olsun. Bu durumda
g9p = lgls

seklinde tamamly p : G — GL(n, F) fonksiyonu bir grup temsilidir.

Bu iki teoremi birlikte bize; bir grup temsili se¢iminin, bir F'G-modiil
ve bir taban se¢meye karsilik geldigini soyliiyor. Bu teoremlerin ispatlarim
egzersiz olarak birakiyoruz.

10



Bolum 3

FG-altmodulleri ve
Indirgenebilirlik

3.1 FG-altmodulleri

Diger cebirsel yapilar (grup, halka, vektor uzayi vs.) gibi, FG-modiillerinin de
altyapilar tanimlanabilir. Her nasil bir grubun, ayni iglem ile diigiiniildiiginde
grup olarak kalan altkiimesine altgrup diyorsak, burada da verilen bir F'G-
modiiliin ilgili iglemlere (yani skaler ¢arpma, vektor toplamasi ve grup etki-
sine) gore yine modiil olarak kalan altkiimesine bir F'G-altmodiilii diyecegiz.
Bunun igin, iglemlere (yani vektor uzay: iglemlerine ve grup etkisine) gore
kapalilik yeterli olacak.

Vektor uzayi iglemlerine gore kapaliligi, verilen altkiimenin vektor altu-
zayl olmasi garanti edecek, grup etkisine gore kapaliligi ise tanimda ayrica
belirtecegiz:

Tanim 3.1. V bir FG-modiilii olsun. Bir W C V kiimesi eger

e V vektor uzaymin altuzay ise ve

e her g e G,w € W icin gw € W ise
W, V’'nin bir FG-altmodilidir denir.

11



Sadece 0 ’dan olusan altkiime ve V' 'nin kendisi, V' 'nin F'G-altmodiille-
ridir.

Ornek 3.1. G = C5 = (a|a®=1) ile 3 elemanh devirli grup verilsin.
Ayrica V' = R3 bildigimiz ii¢ boyutlu gercel vektor uzayr yapisiyla verilsin.
V wzaymin vy, v9, v3 vektorlerinden olusan bir B tabanim diigtinelim (ister-
seniz standart tabani hayal edebilirsiniz). V' {izerinde bir F'G-modiilii yapist,
a’nin bu taban tlizerinde nasil etki ettigi tarif edilerek verilebilir:

avy = V2, AUy = VU3, QU3 = V1.

Bu uzaym w = v; 4+ vy + v3 vektorii tarafindan gerilen altuzayma W

diyelim:
W = sp(w).

Bu altuzay, ayn1 zamanda V' 'nin bir F'G-altmodiiliidiir:

aw = avy + ave + avs

=vy+vs+v €W



Soru 3. Bu hesap neden yeterli oldu? Neden diger grup elemanlari ve

diger vektorler icin grup etkisi sartin1 kontrol etmemiz sart degil?

Simdi ise V' 'nin bir diger altuzaymi diigiinelim: sp(v; + vg). Bu altuzay
bir F'G-altmodiilii degildir ¢linkii:

a(vy + vg) = avy + avy = vy + v3 & sp(vy + vs).

3.2 Indirgenemez FG-modiilleri

Simdi indirgenemez F'G-modiiliinii ve onun yardimiyla indirgenemez grup
temsilini tammlayacagiz. Bir p : G — GL(n, F) grup temsili verildiginde
V = F™ iizerinde bir FG-modiilii yapisi elde ettigimizi onceki boliimden
hatirlayalim.

Tanim 3.2. V bir FG-modiilii olsun. Eger V ’'nin agikar olmayan (yani
kendisi ve < 0 > altmodiilii diginda) altmodiilii yoksa, V' bir indirgenemez
FG-modiludir denir.

Benzeri sekilde, eger bir p : G — GL(n, F') temsiline kargihik gelen FG-
modiilii yapisi indirgenemez ise, bu grup temsili indirgenemezdir denir.

Indirgenemez olmayan bir FG-modiile ya da temsile ise indirgenebilir
diyoruz.

Simdi elimizde V' adinda bir indirgenebilir F'G-modiilii oldugunu diisiine-
lim, yani V' ’nin agikar olmayan W adinda bir FG-altmodiilii olsun. W
‘nun bir tabanim B; ile belirtelim ve bu tabam V ’nin bir tabani olan B
've genigletelim (lineer cebirden, bir vektor uzayindaki herhangi bir lineer
bagimsiz vektor kiimesini bir tabana genisletebileceginizi hatirlayn).

dimV = n ve dim W = k olsun. Herhangi bir ¢ € G grup elemani i¢in
lg]s matrisi




blok formuna sahiptir (yani, X,,Y,, Z, swrasiyla k x k, k x (n — k), (n — k) x
(n — k) boyutlarinda birer matris belirtir, 0 ile ise (n — k) x k boyutlaridaki
sifir matrisi belirtilmektedir).

Bu durumda p; : G — GL(k, F) ve ps : G — GL(n—k, F') grup etkilerini
yukaridaki blok form gosterimindeki altmatrisler araciligiyla
pi(g) = Xy
p2(9) = Zg

olarak tamimlayabiliriz.

Soru 4. Bu fonksiyonlar neden birer temsildir?

Ornek 3.2. Bir énceki, yani Ornek 3.1 *deki FG-modiilii inceleyelim. Orada,
W = sp(v; + vy + v3) altuzaymin bir F'G-altmodiilii oldugunu, dolayisiyla
V' 'nin indirgenebilir oldugunu gormiistiikk. Burada vy 4+ vo + v3 vektoriiniin,
tek bagma bir boyutlu W uzaymin bir tabanini olusturdugunu goriiyoruz.
Bu tabani, V' 'nin B ile gosterecegimiz su vektorlerden olusan bir tabanina
genigletelim:

B:vy+wve+uvg, v9, v3.

Bu durumda [a]g matrisini su sekilde hesaplayabiliriz:

CL(’U1 —|—U2+’U3) = U1 + VU2 + U3
Uy = V3

avy = Uy
Dolayisiyla

a(vy + v + v3)= 1(vy + vo + v3)+0vy +0v3
aAVo= 0(’111 + vy + ’Ug)—l-O'Ug —|-1’Ug

avs=— 1(’01 + vy + ’03>—1’02—1U3.

Sonug olarak;

matrisini buluyoruz.

14



Ornek 3.3. Bu sefer Ornek 3.1 i geometrik olarak anlamak ic¢in 0zel bir
durumunu, V' = R3 uzaymda B tabanim standart taban secerek inceleyelim.
Yani

V1 =€ = (1,0,0)
Vg = €9 = (0, 1,0)

oldarak alalim.

Bu durumda a € C5 elemaninin etkisinin, bu ii¢ vektorii sekildeki gibi bir-
birine génderdigini ve w = (1,1,1) = e; + e5 + e3 vektoriini sabit biraktigini
gozlemliyoruz:

Bu etki, w vektoriinii sabit biraktigi gibi bu vektoriin gerdigi W altuzayim
da kendisine gonderir. Bu durumu daha once incelemigtik.

15



Bu geometrik gozlem ile sunu da fark ediyoruz: a elemaninin etkisi, W
dogrusunu sabit birakarak V = R3 uzaymi bu dogru etrafinda dondiiriiyor.
Bu hareketin W dogrusuna dik olan U diizlemini de kendisine gotiirdiigiinii
(yani, her u € U i¢in au € U oldugunu) gozlemleyelim:

U={(r,y,2) ER* : 2 +y+ 2 =0}

olsun. Rastgele u = (uy, us,u3) € U alalim. Bu durumda u; + ug + ug = 0
oldugunu biliyoruz. Bu vektoria

U = U1€] + Ug€eo + Uzes
seklinde standart tabanda ifade edelim. Oyleyse

alu = U1ae] + Ugaey + Uzaes
= U1€9 + Ug€s + UuU3z€q

= (u37 Uy, u2)

elde ederiz. Dolayisiyla ug+u;+uy = 0 oldugundan au € U sonucuna ulasiriz.

Soru 7. Neden u € U iken a?u € U sart1 da saglanir?

Onceki 6rnegimizde W altuzaymdan alman vektorler grup elemanlarinm
etkisi altinda sabit kalmaktaydi, dolayisiyla F'G-altmodiilii tanimindaki grup
etkisi gsart1 otomatik olarak saglanmaktaydi. U altuzayindan alinan vektorle-
rin ise grup etkisi altinda sabit kalmadiklarina, ama yine U uzayinda vektor-
lere gittikleri i¢in grup etkisi sartinin saglandigina dikkat edin.

Boylece U altuzayinin, V' 'nin bir F'G-altmodiilii oldugunu goriiyoruz.

U uzaymn bir tabaninin oy = (1, —1,0) ve ay = (1,0, —1) vektorlerinden
olugtugunu gozlemleyelim.

Soru 8. Verilen aq, as vektorlerine uygun bir ag vektorii ekleyerek V =
R3 igin bir B’ tabam elde edin. Daha sonra [a|s matrisini elde edin ve

blok formunda nasil goriindiigiinii gézlemleyin.

16
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Bolim 4

Grup Cebirleri

Uyar, ve hatirlatmalar:

— Karigmamalari i¢in bir grubun etkisiz elemanini e ile, cismin birim ele-
manini ise 1 ile gosterecegiz.

Herhangi bir FG-modiiliinii diigiindiigiimiizde, elimizde
GxV =V

bigiminde, bir G grubunun V" uzay tizerindeki etkisini veren bir iglem oldugu-
nu hatirlayalim. Ayrica, vektor uzay1 yapisindan da

FxV -V

skaler carpim iglemimiz geliyor. Bu iki iglemin de, V uzayindaki vektorlerin
yine vektor verecek sekilde (F' cisminden ya da G grubundan) birtakim ele-
manlarla ¢arpimi formunda oldugunu goriiyoruz. Sorumuz su: bu iki iglemi,
hem G grubunu hem de F' cismini igerecek F'G adinda yeni bir yap i¢in bir

FGxV =V

18



isleminde birlestirebilir miyiz? Bunu yapabilmek i¢in grup cebiri kavramina
ihtiyacimiz olacak.

4.1 Grup cebiri

Bir G grubu ve F' cismi verilmig olsun. Simdi bunlar1 kullanarak bir FG
kiimesi tanimlayalim:

A:{)\lg1+...+)\ngn:nEN,)\iEF,giEG}

Yani F'G kiimesi, G grubundan elemanlarin F' cisminden elemanlarla ¢arpim-
larmin toplami olarak yazilan tiim formel® ifadelerden olusuyor. Ayrica bu-
rada toplam semboliiniin degisme ve bilesme 6zelliklerinin oldugunu ve A\, u €
F ve g € G igin

Ag+ g = A+ p)g

esitligini de kabul ediyoruz. Bir >  A\g; € FG igin \; skalerine g; € G
elemaninin katsayrsy diyelim. Bir g € G elemaninin katsayisim A, ile goste-
rerek, yani bagka bir deyisle katsayilar1 grubun elemanlari ile indeksleyerek,

PRV

geG

F{ ’nin elemanlarim

bi¢ciminde de yazacagiz

Simdi bu kiime tizerinde toplama ve F' ile skaler carpma iglemlerini tanim-
layarak bu kiimeyi F' izerinde bir vektor uzay: haline getirelim:

Lou=>Y " Ngivev=> " g € FG igin

u-+uv:= Z(Az + 14;) i

1=1

formel: bicimsel. Bununla sunu kastediyoruz: bir A € F ve g € G icin A\g seklinde bir
carpimi ya da bu tip yazimlarin toplamimi daha 6nceden tamimlamadigimizin farkindayiz.
Yeni kiimemimiz elemanlari bdyle carpim ve yazim islemlerinin sonuglari degil, bu
yazimlarin kendisi.

19



. pe Fveu=>Y,Ng € FG icin

= (1Ai)gi -
i=1
Yani, F'G 'nin iki elemanin toplarken her bir grup elemaninin katsayilarin
topluyoruz. F'G ’nin bir elemanini bir skalerle garparken ise her bir grup
elemaninin katsayisini o skalerle carpiyoruz.

Bu sekilde, F' cismi tizerinde tabani G kiimesi olan bir F'G vektor uzayi
elde ederiz. Bu tabana F'G 'nin dogal taban: diyelim.

Soru 1. FG vektor uzaymin boyutu nedir?

Ornek 4.1. G = C5 = (a|a® = e) = {e, a,a?} olsun. Bu durumda
FG: {>\16+)\2a+)\3a2 . )\1,)\2,)\3 EF} (41)
= {4+ Ao + Ag20® : Ao, Mgy A2 € F}

olur.

Bu F'G vektor uzayi iizerinde (genelde vektor uzaylari iizerinde tammh
olmayan) yeni bir iglem daha tanimlayacagiz: F'G 'den iki eleman aldigimizda
bunlar1 igleme sokabilecegiz, yani

FG x FG — FG
seklinde bir “carpma’” iglemimiz daha olacak.

Hatirlayalim: F'G' uzaymin dogal tabani G' grubunun elemanlarindan olu-
suyor ve grubun elemanlar1 {izerinde “garpma” iglemi zaten tanimh ve FG
uzayimin elemanlari, G' grubunun elemanlarinin lineer kombinasyonu seklinde
yaziliyor. Dolayisiyla aradigimiz islemi, grup islemi sayesinde ve vektor uzayi
toplamasi tizerinde dagilma ozelligine sahip olacak sekilde soyle tanimlamak
akla yatkin goriintiyor:

(Z Agg) (Z ,Uhh> 1= > Agn(gh) (4.2)

geG heG g,heq

s (sh)s s

geG \heG
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Tanim 4.1. Denklem 4.2 ile tanimlanan iglemle birlikte F'G uzayimna, G 'nin
F iizerindeki grup cebiri denir.

Soru 2. Denklem 4.3 satirinin, 4.2 satirindaki ifadede bir ¢ € G ele-
maninin tiim katsayilar1 bir araya getirilerek elde edildigini kontrol edin.

Ornek 4.2. Yukandaki Ornek 4.1 ile tammlanan FG grup cebirinden iki
eleman alarak ¢arpalim. Ornegin

2 L,

u=2e—a+3a", v:e—ﬁa

olsun. Bu durumda

1
w = (2e — a + 3a?) (e — iaz)

1 3
= 2¢e — ea’® —ae+§a3+3a26— §a2a2
1 3
:2e—a2—a+§e+3a2—§a
5 5
:§€—§a+2&2

oldugunu hesaplayabiliriz.

FG uzayinda tanimladigimiz bu carpma islemi, belli temel ozellikleri
saglar. Bu ozellikleri siradaki énermede 6zetleyecegiz.?

Onerme 4.2. Herr,s,t € FG ve her A\ € F igin:
i. r(st) = (rs)t
it. (r+s)t=rt+ st

ii. r(s+1t)=rs+rt

?Kitapta, FG uzaymdaki le elemanini 1 ile gdstermek tercih edilmis. Bu notlarda
ayni elemani e ile gostermeyi tercih edecegiz. Ornegin bu notasyonla agsagidaki 6nermede
Madde (iv) ’teki ifade kitaptakinden farkli hale geldi, kargilagtirin. Ayrica FG uzayindaki
sifir vektoriinii agagida 0 ile gosteriyoruz.
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v. (Ar)s = A(rs) = r(As)

vi. T0=0r=20
denklemleri saglanar.

FG uzayimin vektor toplamasi ile halihazirda abelyan grup yapisina sahip
oldugunu hatirlayalim. Buna ek olarak Madde (i-iv) ile F'G 'nin vektor topla-
masl1 ve yeni tanimlanan carpma iglemiyle bir birim elemanly halka oldugunu
goriiyoruz. Madde (v), skaler ¢arpma ile yeni tamimlh garpmanm uyumlu
oldugunu gosteriyor. Madde (vi) ise halka yapisinin bir sonucu.

Not: Genel olarak, eger bir A uzaymnm iizerinde Onerme 4.2 ile verilen
ozellikleri saglayan bir
AxA— A

islemi tamimliysa, bu vektor uzayima bir cebir denir. Dolayisiyla yukarida
tanimladigimiz grup cebiri, bu anlamda da bir cebir olusturur.

Soru 3. Madde (i) denkleminin ispatini kitaptan ¢aligin. Madde (ii) denk-
leminin ispatini yapin.

4.2 Diizenli FG-modilii

Herhangi bir F' cismi ve G grubu i¢in onceki kisimda tanmimladigimiz FG
adindaki grup cebirinin ayn1 zamanda bir vektor uzay1 oldugunu ve B = G
dogal bazina sahip oldugunu hatirlayalim. Ayrica, her g € G ve v € FG i¢in
gv € FG tanimh oldugundan G grubunun F'G iizerinde bir etkisini F'G igin
tanimladigimiz ¢arpma iglemini kullanarak

G x FG — FG (4.4)
g,v —> A%
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ile tamimlayabiliyoruz. (Burada her ¢ € F grup elemanimi g = 1g € FG
olarak gordiigiimiizii diigiinebiliriz.)

Bu iglem ile F'G; bir F'G-modiilii yapisina sahip olur.

Soru 4. Grup cebiri olan V' = F'G ’nin, Denklem 4.4 iglemi ile birlikte
bir FFG-modiilii tanimladigini gosterin.

Tanim 4.3. Grup cebiri olarak tanimlanan F'G 'nin, Denklem 4.4 iglemiyle
olugturdugu F'G-modiiliine dizenli F'G-modiili denir.

Bu FG-modiilinden B = G dogal baz1 araciligiyla elde edilen grup temsiline
duzenli temsil denir.

Onerme 4.4. Diizenli FG-modiilii sadiktor.

Kamit. Bir g € G segelim ve her v € F'G igin gv = v oldugunu varsayalim.
Oyleyse 6zel olarak e € F'G i¢in de ge = e olmaldir. Diger yandan ge = g
oldugundan g = e elde ederiz. O

Ornek 4.3. Yine onceki orneklerdeki gibi G = Cj ile devam edelim. Bu
durumda grup cebiri F'G, Denklem 4.1 ile acik olarak yazilmisti.

Grup elemanlarinin F'G 'nin dogal tabani, yani yine B = G ftizerindeki
etkisini rahatlikla hesaplayabiliriz. Ornegin a € G, dogal taban iizerinde su
sekilde etki eder:

ae =a = 0e+ la+ 0a?
aa = a® = Oe + Oa + 1a*

aa’® =e = le+ Oa + 0a®

Buradan [a]s olugturulur. Yine aymi sekilde, ya da [a]g matrisinin karesi
almarak [a?]s matrisi de elde edilir. [e]s matrisinin birim matris oldugunu
biliyoruz. Sonug olarak, G = C3 grubunun diizenli temsilinin

oldugu goriliir.
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Bu 6rnegi inceleyerek su sonucu goriiyoruz:

Sonug 4.5. Diizenli modiller permitasyon modiludir.

Soru 5. Sonug 4.5 6nermesini ispatlayin.

4.3 FG, her FG-modiili iizerine etkir

Boliimiin baginda belirttigimiz tizere, F'G grup cebirini her V' adinda FG-
modiiliine

FGxV =V

seklinde etki etmek iizere olusturmustuk. Simdi bu etkiyi net olarak, bir
islemle tanimlayalim:

Tanim 4.6. V bir F'G-modili olsun. Bu durumda

FGxV =V

T,V T

islemi, her r = )" _,A\,g € FG ve v € V i¢in

rv = Z Ag(gv)

geG

geqG

olarak tamimlanir.

Bu etkinin 6zelliklerini asagidaki 6nermeyle 6zetleyebiliriz.

Onerme 4.7. V bir FG-modiili olsun. Bu durumda, her u,v € V, her A € F
ve herr,s € FG i¢in:

i. (rs)v=r(sv)
1. ev =
iii. r(u+v) =ru+rv
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. (r+s)v=rv+sv
v. r(Av) = A(rv) = (Ar)v

vi. Ov =20

denklemleri saglanar.

Soru 6. Onermede Madde (i) ’deki denklemin ispatimi kitaptan caligim.
Madde (iii) 'teki denklemi ispatlayin.

Not: Matematikte, bir R halkasi ve M abelyan grubu icin, Onerme 4.7
ilk dort maddedeki ozellikleri saglayan bir

RxM-—-M

islemi ile birlikte, M bir (sol) R-modildiir denir. (Bu tammin vektor uzayi
tanimina ¢ok benzedigini, fakat cismin roliinii bu sefer bir halkanin tislendigini
gorebilirsiniz.) Dolayisiyla Onerme 4.7, F'G-modiilii igin her iki tanimim uyumlu

oldugunu gosteriyor.
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Bolum 5

FG-homomorfizmleri

Matematikte daha once gordiigimiiz tiim cebirsel yapilar i¢in bu yapilarin
islemleriyle uyumlu, yani bu yapilari koruyan fonksiyonlari incelemistik: Grup-
lar i¢in grup homomorfizmleri, halkalar i¢in halka homomorfizmleri, vektor
uzaylari icin lineer doniigtimler, vb.

Dersimizde yeni bir cebirsel yapi tiirti olarak F'G-modiillerini tanimladik.
Bu boltimde de bu yeni tiir cebirsel yapinin yapisal fonksiyonlarini tanimlacagiz
ve bulara F'G-homomorfizmi adini verecegiz.

5.1 FG-homomorfizmi

Onceki cebirsel yap1 érneklerinde oldugu gibi, yapisal fonksiyonlarimz cebir-
sel yapimizin iglemlerini koruyan fonksiyonlar olacak. Bir F'G-modiilii i¢in {i¢
islem oldugunu hatirlayalim: Vektor uzay: yapisindan gelen skaler ¢arpma ve
toplama iglemleri, ve ayrica grup etkisi iglemi. V' ve W birer F'G-modiilii ol-

mak lzere bir

p: V=W
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fonksiyonunun vektor uzayi yapisindan gelen skaler carpma ve toplama iglemlerini
korumast icin bir lineer doniigiim olmasi gerekli ve yeterlidir. ! Dolayisiyla
bir F'G-homomorfizmini su sekilde tanimliyoruz:

Tanim 5.1. V ve W birer FG-modiilii olmak {izere, bir
p: V=W
lineer dontigiimii her g € G ve her v € V i¢in

¢(gv) = gp(v) (5.1)

kogulunu sagliyorsa, bu ¢ fonksiyon V' ’den W ’ya bir FG-homomorfizmidir
denir.

Tanimdaki Denklem 5.1’e daha dikkatli bakalim. Esitligin sol tarafinda
g eleman1 v € V vektoriine etkiyor, yani V' ’deki grup etkisini kullaniyoruz.
Esitligin saginda ise bu sefer g, diger F'G modiiliinde yani W ’da olan ¢v
elemanina etki ediyor. 2

Burada Denklem 5.1 "in iki tarafina da g~ ile etki edersek g~'(¢(gv)) =
(v) ifadesini elde ettigmizi fark ediyoruz. Bu ifadeyi, grup etkisinin ve fonk-
siyonun v € V' elemanina uygulanigini diisiinerek

g leg =1 (5.2)

formunda da yazabiliriz.

G sonlu bir grupken, elimizde ¢ : V' — W geklinde bir F'G-homomorfizmi

olugunda her r =3 A9 € FG ve v € V i¢in

r(pv) = ¢(rv) (5:3)

lineerlikten saglanir.

'Kitapta F'G-homomorfizmi icin genelde ¥ sembolii kullanilmis. Biz bu notlarda ¢
semboliinii tercih edecegiz.

2Bundan sonra ¢ bir lineer déniigiim ya da FG-homomorfizmi oldugunda sik sik no-
tasyonda parantezi ihmal edecegiz ve ¢(v) yerine pv yazacagiz.
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Soru 1. Denklem 5.3’yi ispatlayin.

Siradaki 6nerme ile gorecegiz ki yine yapisal fonksiyonlarinin énceki 6rnek-
lerindeki gibi F'G-homomorfizmlerinin goriintiisii (imaj) ve sifirin 6ngoriintiisii (ker-
nel) birer alt-yap1 olugturur, ki bizim durumumuzda bunlar F'G-altmodiilii ola-
rak adlandiriliyordu. F'G-modiillerinin ayni zamanda birer vektor uzay1 oldugunu
hatirlayalim. Dolayisiyla ¢ bir F'G-homomorfizmi oldugunda ayni zamanda
bir lineer déniigiim olugundan, ¢ 'nin kerneli (gekirdegi) Kerp ve imaji
(goriintiisti) Im ¢ halihazirda birer vektor altuzayi olarak tanmimhdir.

Onerme 5.2. ¢ : V — W olarak verilmis bir FG-homomorfizmi i¢in Ker ¢
altuzayr V- 'nin, Im ¢ ise W "nun birer FG-altmodulidir.

Kamit. Ker ¢ nin V ’de bir FG-altmodiilii oldugunu gosterelim. Oncelikle,
bir altuzay oldugunu lineer cebirden zaten biliyoruz. Dolayisiyla, sadece grup
etkisi altinda kapali oldugunu gostermeliyiz.

Rastgele bir v € Ker ¢ alalim, yani ¢v = Oy olsun. Bu durumda

©(gv) = g(pv) = g0y = Ow

olur. Boylece her v € Ker ¢ i¢in gv € Ker ¢ oldugunu goriiyoruz. Dolayisiyla
Ker ¢ 'nin, V 'nin bir F'G-altmodiludiir. O

Soru 2. Im ¢ 'nin, W 'nun bir F'G-altmodiilii oldugunu gosterin.

Ornek 5.1. Skaler garpma:

Soru 3. Herhangi bir A € F' ve FG-modiili V i¢in ¢ : V' — V fonksiyonu

o(v) = v

olarak tanimlanmig olsun. Bu fonksiyonun bir F'G-homomorfizmi oldugunu
gosterin. A 'nin degerinin 0 oldugu ve olmadig1 durumlarda, Ker ¢ ve Im ¢
FG-altmodiillerini bulun.
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Ornek 5.2. Burada, kitapta sayfa 62'deki Ornek 7.3 (3)'iin 6zel bir duru-
munu inceleyecegiz. Bu ornegi kitaptaki ornek ile karsilagtirarak okumalisiniz.

Grubumuzu G = (}, yani ii¢ elemanl devirli grup alalim. Bu grubu iig
eleman {izerindeki simetrik grup, yani S; ’iin altgrubu olarak gorebiliriz. Ozel
olarak, eger dongiisel notasyonla a = (123) € S3 segersek, (a) = C5 oldugunu
goruriz.

Simdi vektor uzay1 olarak V' = R3 ’ii alalim. V' 'nin bir B : vy, v2, v3 taban
segelim. (Kolay gorsellegtirme igin standart tabani diiglinebiliriz). G grubu-
nun, bu taban elemanlarini permiite ederek V iizerine etki ettigi permiitas-
yon modiiliinii diigiinelim. Bu, tam olarak Ornek 3.1’te inceledigimiz FG-
modiiliidiir.

Ikinci olarak ise W adinda bir agikar FG-modiilii alalim. Asgikar FG-
modiilil tanimini hatirlayalim: Bu durumda W, 1 boyutlu bir uzaydir, yani
sifirdan farkh bir w € W i¢in W = (w) olur. Grubun etkisi de agikardir, yani
her g € C5,u € W i¢in gu = u olur.

Simdi, ¢ : V. — W geklindeki bir F'G-homomorfizmini her v = A\jv; +
AUy + Agu3 € V icin

QO()\l'Ul + )\2’112 + )\31)3) = ()\1 + )\2 + )\3)111

olarak tamimlayalim, yani Z?:l Aiv; = (Z?:l )\i) w olsun. Burada, her bir v;
vektoriinii w vektoriine gonderdimize dikkat edelim.

Soru 4. ¢ fonksiyonunun bir F'G-homomorfizmi oldugunu gosterin.

Bu fonksiyon értendir (neden?) ve dolayisiyla Im ¢ = W olur. Ker ¢ ise soyle
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hesaplanabilir:

Ker o = ¢~ (0w)
={veV:p)=0w}
= {1 + Avg + A3u3 € V1 o(Ajvg + Agvg + Agvs) = O }
= {1 + Avg + A3u3 € Vi (A + Ao + A3)w = Oy }
= {1+ Ave + A3uz3 €V i A+ Ao + A3 =0}

3 3
i=1 =1

Basgka bir deyisle, B tabaninda katsayilar1 toplami 0 olan vektorler Ker ¢
'yi olugturur. Bunun, Ornek 4.1°de U ile gosterilen F'G-altmodiilii olduguna
dikkat edelim.

5.2 Izomorfik FG-modiilleri

Yine daha onceden bildigimiz cebirsel yapilardaki gibi, F'G-modiilleri igin
de egyapililik tanimlayacagiz. Bu tanimdan 6nce F'G-homomorfizmlerinin de
ayni grup homomorfizmleri gibi, tersinir olduklar1 durumda ters almaya gore
diizgiin davrandiklarini gozlemleyelim.

Lemma 5.3. ¢ : V. — W tersinir bir FG-homomorfizmi olsun. Bu durumda
o LW — V fonksiyonu da bir FG-homomorfizmidir.

Kanst. =1 fonksiyonunun bir lineer doniisiim oldugunu lineer cebirden bi-
liyoruz. Grup etkisi sartin1 konkrol edelim. Rastgele birer g € G ve w € W
alahm. = (w) = v olsun. Bu durumda

g9~ (w) = gv
= ¢ (p(gv))
= ¢ ' (gp(v))
=y~ (guw)
sonucunu elde ederiz. Bu da bize ¢~! fonksiyonunun bir F'G-homomorfizmi
oldugunu verir. O
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Bu lemma sayesinde, F'G-homomorfizmlerinin tersinir olduklar1 durumda
terslerinin de F'G-homomorfizmi olup olmadigindan endige etmemize gerek
kalmiyor. Dolayisiyla tanimimizi su sekliyle veriyoruz:

Tanim 5.4. Bir ¢ : V — W fonksiyonu eger tersinir bir F'G-homomorfizmi
ise ¢ bir FG-izomorfizmidir denir. Aralarinda boyle bir F'G-izomorfizmi
oldugunda V' ile W izomorfik F'G-modiilleridir denir.

Bir FG-izomorfizminin ayni zamanda bir vektor uzayi izomorfizmi de
olduguna dikkat edelim. Yukaridaki Lemma 5.3’ten su sonu¢ hemen elde edi-
lir:

Sonug 5.5. Eger ¢ : V — W bir FG-izomorfizmi ise o= : W — V de bir
FG-izomorfizmidir.

F'G modiillerinin izomorfizmiyle ilgili birkag temel ozelligi gozlemleyelim:
V ve W izomorfik F'G-modiilleri olsun. Bu durumda

(i) Vektor uzayi olarak da izomorfiklerdir. Dolayiisiyla dim V' = dim W
olur.

(ii) Eger V indirgenemez ise W da indirgenemezdir.

(iii) Eger V bir agikar FG-modiilii ise W da agikar F'G-modiiliidiir. Ayrica
tiim agikar F'G-modiilleri izomorfiktir.

(iv) Eger V agikar F'G-modiilii yapisinda bir F'G altmodiilii igeriyor ise W
da agikar F'G-modiili yapisinda bir F'G altmodilii icerir.

Soru 5. Bu 6zellikler neden dogrudur?

Daha once, bir taban se¢imi ile F'G-modiillerinin G grubunun temsillerine
kargilik geldigini gormiistiik. Siradaki onerme, bu iligkide F'G-izomorfizmlerinin
de grup temsillerinin denkligine karsilik geldigini soyliiyor.
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Theorem 5.6. V ve W, swraswyla B ve B’ tabanlarina sahip birer FG-
modiiliu olsunlar. Oyleyse V- ve W izomorfik FG-modiilleridir ancak ve ancak

p:glgls ve o:gw[g]n
seklinde tanimly grup temsilleri denk ise.
Kanit. V ve W 'nin B ve B’ tabanlar
B:v,...,v, ve B w, ..., wy

olarak verilsin. Ayrica bir g € G segildiginde bu grup elemaninin ilgili grup

temsilleri altinda goriintiisii olan matrisleri A := [g]g ve A’ := [g]s ile belir-
telim. Bu durumda, her s,5 =1,...,n igin
gus = Z Aksvk (54)
k
saglanir.

Once V ve W ’nun izomorfik FG-modiilleri olduklarimi kabul edelim ve
¢ : V. — W geklinde bir FG-izomorfizmi alalim. Bu durumda, ¢ ayni za-

manda bir vektor uzay1 izomorfizmi oldugundan vy, ..., v, de W 'nun bir
tabanmidir. Dolayisiyla bir tersinir P matrisi vardir ki her £k =1,...,n i¢in
YU = Z Pw; (5.6)
saglanir. Bu durumda, her j = 1,...,n igin
w; =Y Pglou, (5.7)

esitligi de, ters yonde taban degisikligi matrisi P~! oldugundan dogrudur.
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Denklem 5.77in iki tarafina da g ile etki edelim:

_g(z s0>

Z Lg(pvy) (g etkisi lineer iglemlerle uyumlu)

Z sj Yo (gus) (¢ bir FG-homomorfizmi)
= Z Ps;1 ® (Z Aksvk) (Denklem 5.4)
s k
- Z r; ZAkS(@;k) (¢ lineer)
s k
= Z (Z AksPS?) PV
k s

S

(AP~ 1)y,

= (AP V) ou
k

= Z(Ap_l)kj Z Piw; (Denklem 5.6)

— Z (Z gk(AP-l)kj> w

-

[P.(AP- )],

= Z(PAP_I)UU}Z

elde ediyoruz. Bu ifadeyi Denklem 5.5 ile kargilagtirmca A’ = PAP~! oldugunu
goriiyor ve [gls = P[g]sP~! sonucuna ulagiyoruz. Boylece p ve o temsilleri-
nin denk oldugunu goriiyoruz.

Ters yonii ispatlamak icin, p ve o temsillerinin denk oldugunu varsayalim.
Bu durumda A’ = PAP~! olacak sekilde bir P tersinir matrisi vardir. Oyleyse
A'P = PA denklemi de saglanir. Bir ¢ : V' — W lineer doniigiimiinii B ve
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B’ tabanlar1 cinsinden

U, = Z Pjrw, (5.8)

J

olarak tammlayalim. 3 P matrisi tersinir oldugundan ¢ bir tersinir lineer
dontigimdiir. Oyleyse sadece Denklem 5.1 gartin1 kontrol etmeliyiz. Bu sart1
B tabaninda kontrol etmemiz yeterli (neden?). Bunun igin, Denklem 5.8’in
iki tarafina bir g € G ile etki edelim.

lev) = 9 (Z ijwj>
=2 oy
= Z Py ) Ajjw;
X ()
B
- S
¥ (S v
= zj: AijOUjZ
= @JZ Ajvj

= ¢(gvk)

3Baska bir deyisle, bu taban cifti icin ¢ lineer doniisiimiine karsilik gelen matris [<p]:§l =
P olur
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Soru 6. Bu gikarsamada her asamada hangi ozelligin ya da denklemin
kullanildigini belirleyin.

Soru 7. Kitapta sayfa 67°deki Ornek 7.9’u inceleyin.

Soru 8. Vektor uzaylari icin direkt toplam kavramini tekrarlayin.

5.3 Direkt Toplamlar

Once, vektor uzaylar icin direkt toplamm ve lineer déniigiimler icin direkt
toplam ayrigmasinin ne anlama geldigini hatirlayalim.

5.3.1 Vektor uzaylarinda direkt toplam

Bir V' vektor uzayini diigiinelim. Bu uzayin sonlu adet Uy, . . ., U, altuzaylarim
alalim.

e Eger U uzaymndaki her vektor bu altuzaylardaki vektorlerin toplami
olarak yazilabiliyorsa, yani her v € V' icin

V=Up + ... U

olacak sekilde u; € U;,1 = 1,...k vektorleri varsa V uzay1 Uy, ..., Uy
altuzaylarinin toplamader denir. ve

V=U+...4+U

yazilir. Bu sartin, V' uzaymin verilen altuzaylarin bilesimi tarafindan
gerilmesine denk olduguna dikkat edin.

35



Eger u; € U;,i = 1,. ..,k vektorleri icin
UL+ ... +u, =0y

denklemli sadece bu toplanan vektorlerin her birinin sifir vektori oldugunda,
yani u; = ... = u; = Oy durumunda saglaniyorsa bu altuzaylar lineer
bagimsizdir denir. Bu sart, verilen altuzaylarin tabanlarinin bir araya
getirildiginde lineer bagimsiz olmasi ile denktir.

Eger altuzaylar bu iki sart1 da sagliyorsa, yani hem toplamlar:1 V' uzay1
ise hem de lineer bagimsiz iseler, V uzay1 Uy, ..., Uy altuzaylarinin di-
rekt toplamidir denir ve

V=U&...6U;

yazilir.

Soru 9. Eger V =U; & ... ® Uy ise her v € V vektori U; altuzay-
larindaki vektorlerin toplami olarak tek bir gekilde

v=u+...+ug : w; €U;i=1,...,k

biciminde yazilabilir, ispatlayn.

Bir v € V vektor bir direkt toplam igin Denklem 9 formunda yazildiginda
u; vektortine v vektoriiniin U; bileseni denir. Her bir v vektoriini U
bilegenine gonderen fonksiyonu 7; ile gosterelim.

gosterin. 4

Bu nedenle 7; dontisiimii, U; bilesenine izdiigiim olarak adlandirilir.

4Eger bir 7 : V' — V lineer déniislimii 7
fizerine bir izdisim dendigini hatirlayalim. Burda 72 ile bileskeyi kastediyoruz, yani 7

T OT.

2 = 7 gartin1 sagliyorsa bu déniisiime Im 7

2:
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Ornek 5.3. U¢ boyutlu V = R3 gercel vektor uzaym diisiinelim. Bu uzayn
U ve W altuzaylar sirasiyla zy-diizlemi ve yz-diizlemi olsun. Acik olarak
yazacak olursak:

U=A{(z,y,0): z,y € R}
W ={(z,0,2) : 2,z € R}

olarak tamimladik. Simdi, V' = U + W saglanir ¢iinkii herhangi bir v =
(x,y, z) vektorint v = (z,y,0) € U ve w = (0,0, z) € W igin v = u+ w ola-
rak yazabildigimizi goriiyoruz. Bununla birlikte, U ve W altuzaylar lineer
bagimsiz degil ¢linkii sifir vektori, U ve W altuzaylarindan sifir vektoriinden
farkh elemanlarin toplamlari olarak, érnegin Oy = (1,0,0)+(—1, 0, 0) seklinde
yazilabiliyor. Dolayisiyla V' uzayi, U ve W uzaylariin direkt toplami degil.

Simdi, z-eksenini Z altuzay1 olarak isimlendirelim. Bu dumumda, V =
U @& Z olur (nasil?).

Lineer doniisiimler ve degismez altuzaylar:

Temelde direkt toplam, yiiksek boyutlu bir vektor uzayimi igcindeki daha
kii¢iik boyutlu altuzaylar: cinsinden ifade etmemizi ve anlamamizi sagliyor.
Bu agidan, direkt toplam kavrami tabanlarla da uyumlu: Eger bir uzay bir-
takim altuzaylarimin toplami olarak ifade edilmigse, bu altuzaylarin taban-
lar1 bir araya getirildiginde biiyiik uzayin bir tabanini olusturur. Ornegin
V = U@ W alahm. Eger U altuzaymin bir tabani uq,...,u, ve W altu-
zayinin bir yabani wy, . .., w,, ise u, . .., Uy, W1, . . ., w,, vektorleri V uzayimin
bir tabanini olugturur. Buradan, bir direkt toplamda biiyiik uzaymm boyutu-
nun altuzaylarin boyutlar: toplamina esit oldugunu gozlemliyoruz.

Eger bir V' vektor uzay:i iizerinde bir ¢» : V' — V lineer doniigiimii ve-
rilmigse, bu doniigimii anlamanin bir yolu V' uzaymmdan daha kii¢iik bir
U < V altuzay tizerindeki davranigina bakmak olabilir. Ama bunu en fay-
dali gekilde yapabilmemiz i¢in, dontigimiin bu altuzaya kisitlamasi bize bu
U altuzay: tizerinde bir doniigiim vermeli. Bunun ic¢in de U altuzayindaki
vektorlerin gortintiisiiniin yine U i¢inde kalmasi gerekir, yani

her u € U i¢in ¢¥(u) € U
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olmali, ya da bagka bir ifadeyle (U) C U saglanmahdir. Eger bu sart
saglaniyorsa U altuzayi v doniisimii altinda bir degismez altuzaydir diyo-
ruz. Eger U altuzay1 ¢/ doniigimii altinda degismez ise

w|U U= U
kisitlama lineer doniigimiinii elde edebiliyoruz. Bu doniigimii daha sade

bicimde 1y olarak yazalim.

Bir vektor uzay1 V= U & W seklinde direkt toplam olarak verilmis olsun
ve U altuzaymin bir ¢ : V' — V lineer doniigimii altinda degismez oldugunu
varsayalim. Ayrica, B’ : uq,...,u, vektorleri U altuzaymin, B” : wy,..., w,,
vektorleri W altuzayimin bir tabani olsun. Bu tabanlar1 birlestirerek V' uzayinin
bir B : uy, ..., up, ws, ..., w,, tabani olusturalim. Simdi, U altuzayimnin her-
hangi bir u; taban vektorii i¢in U altuzay1 degismez oldugunudan (u;) € U
sartini sagladigini biliyoruz. Dolayisiyla bu vektorii B tabaninda yazarsak

Y(uj) = arjug + ...+ apjun + 0wy + ... + 0wy,

formunda oldugunu goriiyoruz. Buradan da B tabaninda v doniigimiini tem-

A|B
0|C

blok formunda oldugu sonucuna variyoruz. Ayrica, buradaki A matrisinin de

sil eden matrisin

[l = (5.9)

Yy kisitlama doniisiimiine B’ tabaminda karsihik gelen matris oldugununu,
yani A = [¢y]e oldugunu da goriiyoruz.

Bunun yanisira, eger U ile birlikte W altuzay1 da 1 dontigimi altinda
degismez ise B” tabanindaki her w; vektorii icin ¢(w;) € W olur, dolayisiyla
bu vektoriin B tabanindaki ifadesi

PY(wj) = 0ug + ... 4+ 0wy, + c1jwr + ... + G Wi,

formundadir. Oyleyse bu durum icin Denklem 5.9 ifadesinde B matrisi sifir
matrisine doniigiir ve C' matrisi ise tam olarak ¥y : W — W kisitlama
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doniigiimiiniin B” tabanindaki ifadesidir, yani C' = [¢y]5~ olur. Sonug olarak,
[¢]3 matrisinin

Wl = [ [w[(])]g' I wvg]w ] (5.10)

blok formunda oldugu sonucuna ulagiriz. Bu ifadenin 6nemli bir sonucu sudur:
Eger bir V uzay1 bir ¢ : V — V dontsiimiiniin degismez altuzaylarinin
toplami olarak yazilabiliyorsa, bu dontigiime kargilik gelen matris de kisitlama
doniigtimlerinin matrisleri cinsinden yazilabilir.

Notasyon. Eger bir kare matrisi Denklem 5.10 ifadesindeki gibi, yani kogsegen
tizerinde daha kiigiik kare matrislerin oldugu ve diger girdilerin sifir oldugu

AlO
0B

gibi bir blok formuna sahipse direkt toplam notasyonunu matrisler i¢in kul-
lanacak ve

C =

C=A®B

yazacaglz.
Bu notasyonla Denklem 5.10,
V] = [Yu]s © [Yw]sn

olarak yazilabilir.

Ornek 5.4. Yukarida Ornek 5.3 ile tarif edilen durumdan devam edelim:
V = R3 uzay1 icin V = U @ Z oldugunu gormiistiik. Simdi, ¢ : V. — V
dontigtimiinii
U(z,y, 2) = (—y, z,22)

olarak tamimlayalim. Bu doniigim altinda U ve Z altuzaylar1 degismezdir
(gosterin). Ayrica, U altuzaymin bir tabaninin B’ : eq, e5 oldugunu, W al-
tuzaymin bir tabanin da B” : e3 vektoriinden olugtugunu gozlemliyoruz.Bu
tabanlarda vy ve ¥z kisitlama doniigimlerine karlhigik gelen matrisler

[uls = { (1) _(1) ] [Wwlen = [ 2 ]
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olarak hesaplanir. Verilen 1 doniigimiine standart tabanda karsilik gelen
matrisin de, ornekten 6nceki tartigmayla uyumlu sekilde bu matrisler cinsin-
den

NSO O

bigimine sahip oldugu goriiliir.

5.3.2 FG-modiillerinde direkt toplam

Elimizde V ile gosterilen bir F'G-modiilii olsun ve V' 'nin U adinda bir F'G-
altmodiiliinii diigiinelim. Her bir g € G i¢in g ile V' 'nin elemanlarina soldan
etkime fonksiyonunun, yani

Yy V=V

V= gu

fonksiyonunun bir lineer dontigtim oldugunu hatirlayalim. U kiimesi bir F'G-
altmodiilii oldugunudan G etkisi altinda kapalidir, yani her v € U igin

Pg(u) =gue U

saglanir. Demek ki, herhangi bir FG-altmodiilii, her bir ¢ € G grup ele-
maninin etkisi ile belirlenen 1, lineer doniigtimii altinda degigmezdir, do-
layisiyla B’ @ uq, ..., u, vektorleri U 'nun bir tabam olmak tizere V' ’'nin bir
B Uy, ... Uy, V1, .., Uy tabant icin [g]s matrisi Denklem 5.9 ile gosterilen
blok formuna sahiptir. Burada A matrisi ise g 'nin U tizerindeki etkisini veren
lineer doniigiimiin B’ tabanindaki matris ifadesine esittir, yani

A= [g]s

olur.

Simdi, elimizdeki F'G-modiiliiniin U ve W adindaki F'G-altmodiillerinin
direkt toplamina V' = U & W seklinde esit oldugunu varsayalim. Ayrica U
‘nun bir tabani1 B’ : uq, ..., u, olarak, W 'nun bir tabani ise B” : wq, ..., w,,
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olarak verilsin. Bunlar1 birlestirerek V' "nin B : wuq, ..., u,, wy,...,w,, ta-
baninmi elde edelim. Bu durumda, g 'nin V iizerinde etkisini veren lineer
doniigiimiiniin B tabanindaki matrisi Denklem 5.10 ifadesindeki blok for-
muna sahip olur, bu ylizden

blok formunu elde ederiz. Bu ifadeyi [g]s = [g]s @ [g]s~ olarak da yazabiliriz.

Daha genel olarak, elimizdeki FG-modiilli V = U; @& ... ® Uy seklinde
Ui, ..., Uy ile gosterilen F'G-altmodiillerinin direkt toplami olsun. Ayrica her
1 = 1,...,k i¢in U; 'nin bir tabam1 B; olsun ve By,..., B, alttabanlarim
birlegtirerek V' 'nin B tabanini elde edelim. Bu durumda ¢ grup elemaninin
V tizerindeki etkisini B tabaninda veren matrisi blok formunda

(9],
9], | 0 !V }0 ['(]?BQ 8 -!

olarak, ya da bir diger notasyonla

9]z = [g]5, & ... ® [g]s,
bi¢iminde elde ederiz.

Onerme 5.7. V bir FG-modiilii olsun ve FG-altmodiillerinin direkt toplama
olarak

V=U®...0U

seklinde yazilsin. Bu durumda, m; : V. — V ile U; bilesenine izdiisim goste-
rilmek tzere, her bir m; izdiusimi birer FG-homomorfizmidir.

Kanat. Her bir m; 'nin birer lineer doniigiim oldugunu halihazirda biliyo-
ruz. Dolayisiyla F'G-homomorfizmi olduklarini gostermek igin grup etkisi ile
uyumlu olduklarini gostermemiz yeterli. Herhangi bir ¢ € G ve v € V' alalim.
Her ¢ =1,...,k i¢in oyle birer u; € U; belirlidir ki v = u; + ... 4 uy saglanir.
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Ayrica her bir U; birer F'G-altmodiilii oldugundan gu; € U; oldugunu biliyo-
ruz. Bu durumda,

guv=g(ur 4+ ... +ug) = guy +...+ gus
~— ~—
cl, €Uy

oldugundan 7;(gv) = gu; elde ederiz. Diger yandan

g(mw) = g(mi(ur + ... +ug)) = gu;

oldugunu goriiyoruz. Dolayisiyla istedigimiz m;(gv) = g(m;v) sonucuna ulagiyoruz.
U

Siradaki onerme; elimizde toplamlar: tiim F'G-modiiliinti veren indirgene-
mez altmodiiller varsa, bu indirgenemez F'G-altmodiillerinin gereksiz olan-
larini atarak ve sadece bazilarini segerek, verilen F'G-modiiliinti bu indirge-
nemez F'G-altmodiillerin bir kisminin direkt toplami olarak yazabilecegimizi
soyliyor.

Onerme 5.8. V bir FG-modiilii olsun ve Uy, . . ., Uy indirgenemez F'G-altmoduilleri
1¢In

V=U+...4+U
saglansin. Bu durumda, oyle 1 < iy < ... < i, < k indeksleri vardwr ki

V=U,®...0U,

saglanar.
Kanat. S6z konusu ¢; indekslerini 6zyinelemeli olarak soyle segelim:

I. 44 = 1 olsun.

II. En son ¢; se¢ilmis olsun. W; altuzaym simdiye kadar secilen altuzaylarin
toplami, yani W; := Uy, + ... + U, olarak tanmimlayalim.
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III. 4,4, olarak, indeksi i; 'den biiyiik olan ve W ile sadece sifirda kesisen
en kii¢iik indeksli U; uzayimin indeksini segelim, yani

iy :=min{ ¢ : i >4;, U;NW,; = (0y)}

olsun. Eger bu sartlar1 saglayan bir indeks aslinda yoksa ve dolayisiyla
yukaridaki minimumu alamiyorsak islemi bitirelim, eger varsa Adim
[T'ye donelim.

Bi sekilde elde edilen U, ..., U;, altuzaylar lineer bagimsizdir (neden?).
Bu sekilde segtigimiz lineer bagimsiz indirgenemez altuzaylarin direkt top-
lamini alalim ve W altuzaym W :=U;, @ ... ® U,, olarak tanimlayalim.

Burada V' = W oldugunu iddia ediyoruz. Olmayana ergi yontemini kul-
lanmak iizere, bu iddanin yanlig oldugunu kabul edelim.

Bu durumda, V' uzay1 U; altuzaylarimin toplami oldugundan bir s #
i1, ..., 1 indeksi i¢cin W altuzay1 U, altuzayim igermemeli, yani W N U, # U,
olmali. Fakat W N Uy kesisimi U, 'nin bir F'G-altmodiilii oldugundan ve U
indirgenemez oldugundan W N U, = (0) elde ederiz.

Simdi, yukaridaki 6zyinelemeli islemde hangi ara s indeksini atladigimizi
belirleyelim: Bir ¢ indeksi igin ¢; < s < 4441 saglanmir (Eger s tiim 4; in-
dekslerinden biiyiikse t = r olsun). Fakat bu durumda s indeksi 7,1 olarak
se¢ilmeliydi ama secilmemis. Buradan ¢eligki elde ediyoruz. Dolayisiyla

V=W=U,a&.. &U,

sonucuna ulagiyoruz.
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Bolum 6

Maschke Teoremi

Su soruyu diisiinelim: Elimizde V' adinda bir F'G-modiilii ve bunun U adinda
bir F'G-altmodiilii olsun. Bu durumda, bu F'G-altmodiiliiniin direkt toplama
gore bir “tiimleyenini” bulabilir miyiz? Yani, V = U @& W saglanmak tizere
W adinda bir F'G-altmodiilii bulunabilir mi? * Maschke Teoremi, bu soruyu
F'G-modiillerinin ¢ok 6nemli bir kismi i¢in olumlu cevapliyor. Bu cevabi soyle
de formiile edebiliriz: Eger bir grup etkisi bir altuzayr degismez birakiyorsa,
belli sartlar altinda grup etkisinin degismez biraktigr bu altuzayin timleyens
olan bir baska altuzay bulunabilir.

Onceki haftanin édevini hatirlayalim: G = Cy ve F = R? olmak fizere
V = R3 {izerinde bir FG-modiilii yapisi verilmisti. Uctincii soruda zy-diizle-
mini U ile isimlendirmistik ve bunun bir F'G-altmodiilii oldugunu gormiigtiik.
Burada z-ekseni Z ile isimlendirelim. Elbette Z altuzayi, sadece vektor uzayi
yapilar1 diigtintiliirse U altuzayimin bir tiimleyenidir. Fakat biraz daha dik-
katli baktigimizda Z 'nin bir F'G-altmodiilii olmadigini, dolayisiyla U 'nun
FG-modiilii yaprsina gore tiimleyeni olamayacagini goriiyoruz. Dolayisiyla

e hem U 'nun altuzay olarak tiimleyeni olan

e hem V ’'nin bir F'G-altmodilu olan

'Bu sorunun ilgili katagorilerde benzerlerinin cevabi vektor uzaylar: icin olumlu, grup-
lar igin ise olumsuzdur.
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bir W ’va ihtiyacimiz var. Odevin dérdiincii sorusunda da béyle bir W
tanimlaniyor. Peki, bir U adinda FG-altmodiilii boyle bir W uzay1 genel
olarak bulunabilir mi, bulunabilir ise nasil bulunabilir?

Teoremimizden once, ispatta kullanmak tizere F'G-homomorfizmlerinden
direkt toplam ayrigmasi elde etmek i¢in ¢cok kullanigh olan bir 6nerme gorecegiz.
Bir vektor uzaymdan kendisine ¢ : V' — V lineer doniigimi verilmigse,
bunun V' uzay1 i¢in Kerty ve Im1 cinsinden bir direkt toplam ayrigmasi
verdigini hatirlayalim: Her ¢ : V' — V lineer doniigiimii i¢in V' = Kervy &
Im ¢ vektor uzay direkt toplam ayrigmas vardir. Bu bilgiyi Onerme 5.2 ile
birlestirdigimizde, ayni sonucun F'G-modiilleri ve F'G-homomorfizmleri igin
de gegerli oldugu sonucuna ulagiyoruz:

Onerme 6.1. V bir FG-modiili, ¢ : V — V bir FG-homomorfizmi olsun.
Bu durumda

V=Kerp@Imy

bir FG-moduli direkt toplam ayrismasidar.

6.1 Maschke Teoremi

Teorem 6.2 (Maschke Teoremi). Sonlu bir G grubu alalim ve F' cismi R veya
C olsun . Bu durumda, V bir FG-modiilii, U ise V' "nin bir FG-altmodiilii ise

V=UaoW

olacak sekilde V- 'nin W adinda bir F'G-altmodiilu vardar.

Kant. Onerme 6.1 ile goriiyoruz ki, eger imaji U olan ¢ : V — V seklinde bir
FG-homomorfizmi bulabilirsek W = Ker ¢ segebiliriz ve istedigimiz sonuca
ulagmig oluruz. Ispatin kalaninda boyle bir ¢ inga etmeye c¢alisacagiz.

Oncelikle, U bir altuzay oldugundan vektor uzay: yapisina gore V.= U &
W,y olacak sekilde bir Wy altuzayinin varoldugunu biliyoruz. Bu vektor uzay:
direkt toplam ayrismasy icin U {izerine izdiigim lineer dontisiimiinii 7 ile

2Ashinda F olarak karakteristigi sifir olan herhangi bir cisim secilebilir.
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gosterelim, yani herhangi bir v € V i¢in ve u € U,w € Wy icin v = u 4+ w
saglaniyorsa v := u olsun.

Bu 7 : V — V izdiigim lineer doniigimiiniin imajinin U, kernelinin
Wy oldugunu vurgulayalim. Yapacagimiz sey, bu lineer dontigiimii imajini
bozmadan bir F'G-homomorfizmi haline gelecek sekilde degistirmek olacak.
Bunun i¢in yeni elde edecegimiz doniigimiin Denklem 5.2 ile gosterildigi gibi
grup elemanlari ile eglenik alma altinda sabit kalmasi gerektigini hatirlayalim.
Bunu saglamanin bir yolu, 7 dontigiimiiniin tiim esleniklere gore ortalamasini
almak olabilir.

Bu fikirler 1g1ginda, bir ¢ : V' — V' fonksiyonunu

1 -1
pi=1=D 9 7Y
P>

geG

olarak tammlayalim. ® Daha ack bir sekilde gérmek icin v ifadesini de
yazalim:

1 1
v = @Zg (m(gv)) -

geG

Bu sekilde tanimlanan ¢ fonksiyonu, lineer doniigtimlerin bilegkesi oldugundan
kendisi de bir lineer doniigiimdiir (nasil?). Oyleyse bu ¢ fonksiyonunun aradigimz
fonksiyon oldugunu gostererek kaniti tamamlamak i¢in simdi iki seyi ispat-
lamaliyiz:

e  lineer doniigimiiniin grup etkisi ile uyumlu oldugunu (dolayisiyla bir
FG-homomorfizmi oldugunu), ve

e Im ¢ = U oldugunu.

Once ilkini ispatlayalim: Rastgele birer z € G ve v € V alalm. Bu du-

3Teoremdeki cisminin karakteristiginin sifir olmasi varsayimmni |G| ile blme yapabil-
mek icin, grubun sonlu oldugu varsayimini ise tanimdaki toplamin sonlu olmasini garanti
etmek icin kullandigimiza dikkat cekiyoruz.
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rumda

1 -1
z(pv) = <@ >y (W(gv))>

geG
- % Z(mg “H((gv)) (z i lineerlikle igeri aldik)
Gl =
1
= 1 209 g a0)) (e = a7Va)
geG
1
e > b7 (w(h(wv))) (h = gz~ degisken degigimi)
hxeG

- é S (h ) () 1

zeG

= ¢(av)

oldugunu elde ediyoruz.

Simdi Im ¢ = U oldugunu gosterelim. Bunun i¢in 6nce rastgele bir v €
V alalim. Bu durumda Im7 = U oldugundan herhangi bir ¢ € G igin
m(gv) € U saglanmir. Ayrica U bir FG-altmodiilii oldugundan grup etkisi
altida degismezdir ve g~ !(m(gv)) € U saglanir. Son olarak, U bir vektor al-
tuzay1 oldugundan toplama ve skaler ¢arpma altinda kapalidir dolayisiyla

1 1
Qv = @g;g‘ (r(gv)) €U

sonucuna ulasiriz. Boylece Im ¢ < U oldugunu gostermis olduk.

Simdi de rastgele bir v € U alalim. Bu durumda U bir F'G-altmodiilii oldugundan
her ¢ € G i¢in gu € U olur. Oyleyse 7 fonksiyonu U iizerine izdiigiim

4G = {h : hz € G} oldugunu gozlemleyelim. Dolayisiyla iistteki satirda da burada da
h elemani, G grubundaki biitiin elemanlar: tariyor.
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oldugundan 7(gu) = gu elde ederiz. Dolayisiyla

oldugunu gortiriiz. Buradan da U < Im ¢ oldugu sonucuna variyoruz. Yu-
karidaki paragrafla birlegtirdigimizde, aradigimiz U = Im ¢ sonucunu elde

ediyoruz. °

Bu durumda, ispatin basinda bahsedildigi tizere W = Ker ¢ se¢imi i¢in
V = U & W bigiminde FG-modiilii direkt toplam ayrigmasinin varlhigini
hatirlatarak ispat1 bitiriyoruz. O

Ornek 6.1. Ornek 3.1 ve Ornek 3.2 ile devam edelim: F = R,G = C3 =
(ala®=e),V = R3 olsun. Ayrica bir B : v, v9,v3 tabam i¢in dongiisel
notasyonda o = (123) € Ss olmak iizere grup etkisi av; = vy(; ile belirlensin.
Bu FG-modiilii yapisina gore

U = sp(vy + vg + v3)
kiimesinin bir F'G-altmodiilii oldugunu daha 6nce gormiistiik. ©

Maschke Teoremi'nin ispatindaki yontemi kullanarak U 'nun tiimleyeni
olan F'G-altmodiiliinii inga edelim. Bunun igin 6nce bir Wy tiimleyen vektor
altuzay1 ile baglamamiz lazim. Ornegin,

Wo = sp(vg, v3)

5Ashinda bu iki paragrafta daha giiclii bir sonuca ulastik: ¢ fonksiyonunun (7 gibi) U
iizerine bir izdiigtim oldugunu gérmis olduk.

6Bu altmodiile Ornek 3.1 ve Ornek 3.2°de, buradan farkli olarak W adim vermigtik.
Burada ise Maschke Teoremi'ndeki isimlendirmeyle uyumlu olmasi icin U ile isimlendiri-
yoruz.
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altuzayim alabiliriz.

Soru 1. Vektor uzayi direkt toplam ayrigmasi olarak
V=Uae&W,

oldugunu gosterin.

Rastgele bir v € R vektortt B tabaninda
VU = V1 + Yv2 + 2U3
olarak yaziliyor olsun. Bu durumda v vektoriini

v=uux(vy + v +v3)+ (y — x)va + (2 —[L’)U%

J .

~~

cU E%()
olarak ifade edebiliriz, dolayisiyla bu vektor uzay: direkt toplam ayrigmasina
gore U bilegenine izdiigim dontisimii
v = w(zvy + Yvo + 2zv3) = z(vy + v + v3)
olarak tanimlanir.

Simdi 7 izdiigiimii araciligiyla ¢ adindaki F'G-homomorfizmini olugturalim.
Ispattaki gibi, bu fonksiyonu yukaridaki gibi yazilmig herhangi v = xv,+yve+
zvg € V elemanina uyguladigimizda sonucun

]‘ 1
oV = e > g (= (gv))

geG

[e7H(m(ev)) +a” (m(av)) + (a®) "} (m(a®v))]

Wl — Wl

le(m(zv1 + yvo + 203)) + a” (7 (201 + 202 + Yv3))

+a?(m(yv + 202 + z03))]

Wl W =W =

[6(5(7(’01 + vy + ’03)) + CL2(Z(U1 + vy + Ug)) + CL(y(’Ul + vy + Ug))}
[I(Th + vy + 1)3) + Z(U?, + v + Ug) + y(vg + v3 + vl)]

(x +y + 2) (v + vo + v3)
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olarak hesaplanabildigi sonucuna variyoruz. Buradan da W = Ker ¢ tiimle-
yen F'G-altmodiliimiizii elde edebiriz:

W =Kergp
={veV:pv=0y}
1
= {zv; + yvg + 2v3 : g(z+y+z)(v1+vg+v3) =0y}
={zvy+yve+zv3:x+y+2=0}.

Bu altuzayin bir F'G-altmodiilii oldugunu ve
V=UaoW

FG-modiili direkt toplam ayrigmasini verdigini Maschke Teoremi'nden bili-
yoruz.

Eger B tabanini standart taban olarak alirsak, bunun V = R? uzayinda
r+y+2z = 0 diizlemine kargilik geldigine dikkat edelim. Bu F'G-altmodiiliinii de
aslinda daha énce Ornek 3.3’te saptamistik.

6.2 Maschke Teoremi’nin sonuclari

Maschke Teoremi ile bir F'G-modiiliiniin (kendinden ve sifir-uzayimdan bagka)
FG-altmodiilii varsa, kendinden boyut itibariyla kii¢itk F'G-altmodiillerinin
direkt toplami olarak yazilabildigini gordiik. Eger bir F'G-modiiliiniin (ken-
dinden ve sifir-uzaymdan bagka) altmodiilii yoksa bu F'G-modiiliine indirge-
nemez dendigini hatirlayalim.

Bir dogal sayiy1 eger asal degilse carpanlarina ayirdigimizi, érnegin iki
saymin carpimi olarak yazdigimizi diisiinelim. Daha sonra, bu carpanlarin
kendilerini de eger asal degillerse carpanlarina ayirabiliriz. Du igleme ye-
terince devam edersek bir siire sonra basladigimiz sayiy1 asal carpanlarina
ayirmig oluruz. Asal carpanlar da daha kiiclik ¢arpanlara ayrilamadigindan,
bagladigimiz sayiy1 carpma iglemine gore ayrilabilecegi en kiiciik en temel
yapitaslarina ayirmis oluruz.
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Maschke Teoremi de benzeri gekilde F'G-modiillerini temel bilegenlerine
ayirmakta kullanilabilir: Bir F'G-modiilii eger indirgenemez degilse boyutu
daha kii¢ilk F'G-altmodiillerinin direkt toplami olarak yazalim ayiralim ve
bu iglemi bilegenler icin tekrarlayalim. Bu iglemin yeterince tekrarlarsak,
bagladigimiz F'G-modiiliiniin gergekten de temel yapi taslarina, yani bu du-
rumda indirgenemez FG-modiillerinin direkt toplamina ayrildigimi agagida
bir teoremde ispatlayacagiz. Ama once, arzu ettigimiz ayrigmayi matematik-
sel olarak tanimlayalim:

Tanim 6.3. Eger V adinda bir F'G-modili Uy, ..., U, indirgenemez F'G-
altmodillleri icin V' = U; & ... & U, seklinde yazilabiliyorsa V', tamamen
indirgenebilirdir denir.

Teorem 6.4. Eger G sonlu bir grup, F' = R veya C ise her FG-modiili ta-
mamen indirgenebilirdir.

Kamat. 'V adinda bir FFG-modiili alalim. §imdi n = dim V' iizerine tiimevarim
ile teoremimizi ispatlayacagiz.

Eger dimV = 1 ise V kendisi indirgenemezdir, dolayisiyla zaten indirge-
nemez F'G-modillerinin direkt toplami formundadir.

Simdi n = dim V' > 1 oldugunu ve boyutu n sayisindan kiiciik tiim F'G-
modiillerinin tamamen indirgenebilir oldugunu varsayalim.

Eger V' indirgenemez ise ispat biter. Eger V' indirgenemez degilse 0 <
dimU < n olmak tizere U adinda bir F'G-altmodiilii vardir. Bu durumda,
Maschke Teoremi ile biliyoruz ki V' = U & W olacak sekilde W adinda bir
FG-altodiilii daha vardir. Bu durumda 0 < dim W = n—dim U < n saglanir.
Bu durumda tiimevarim varsayimindan hem U hem de W tamamen indirge-
nebilirdir, dolayisiyla belli indirgenemez Uy, ..., U,., Wy, ..., Wy indirgenemez
FG-altmodiilleri icin

U=U,®...0U0, , W=W,d...0W,;
olarak yazilabilirler. Bunun sonucu olarak V' igin

V=UsW
—U,®..0U W, &...0W,
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ayrismasini elde ederiz, dolayisiyla V' tamamen indirgenebilirdir. O

Bu teorem, herhangi bir F'G-modiiliiniin indirgenemez F'G-altmodiilleri
cinsinden basit bir gekilde ifade edilebildigini soyliiyor. Dolayisiyla eger in-
dirgenemez F'G-modiillerini anlayabilirsek tiim FG-modiillerini anlamakta
biiyiik bir adim atmus.

Teorem 6.4 ve indirgenemez F'G-modiillerinin asal sayilara benzerligi he-
men akla su soruyu getiriyor: Bir saymin asal garpanlarima ayrigmasi (bir
bakima) tektir. Peki bir F'G-modiiliiniin indirgenemez bilegenlerine ayrigmasi
(bir bakima) tek midir?

Maschke Teoreminin daha basit bir diger sonucunu daha sonra kullanmak
izere burada ispatlayarak boliimii bitiriyoruz.

Onerme 6.5. G sonlu bir grup, F = R veya C olsun. V bir FG-modiili ve
U ise 'V 'nin bir FG-altmodili olsun. Bu durumda orten bir

p:V=U
FG-homomorfizmi vardr.

Kanat. Maschke Teoremi’'nden biliyoruz ki V' 'nin W ile ifade edilen bir F'G-
altmodiilii icin V = U & W saglanir. Bu durumda ise Onerme 5.7 ile bi-
liyoruz ki U bilegenine 7y : V' — V izdiigimi, goriintiissii U olan bir F'G-
homomorfizmidir. Bu fonksiyonun goriintiisiinii U "ya siirlayarak aradigimiz
 fonksiyonunu elde ederiz. O
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Bolum 7

Schur Lemmasi

Gegen boliimde Maschke Teoremi araciligiyla tiim F'G-modiillerini indirgene-
mez F'G-modiilleri cinsinden yazabilecegimizi gordiik. Bu boliimde ise Schur
Lemmasi araciligiyla bir indirgenemez F'G-modiiliiniin kendi iginde ne ka-
dar cesitlilik barindirabildigi sorusunu yanitlayacagiz. Boyle bir incelemeyi
yapmanin dogal yolu, iki indirgenemez F'G-modiilii arasinda (ya da bir F'G-
modiiliinden kendisine) ne kadar farkli F'G-homomorfizmleri olabilecegine
bakmak olabilir. igte Schur Lemmasi, indirgenemez F'G-modiilleri arasindaki
FG-homomorfizmlerinin ¢ok cesitlilik gosteremeyecegini bize soyleyecek.

Schur Lemmas1 F' = R durumunda degil, F' = C durumunda calisiyor.
Bu sebeple, CG-modiilleri RG-modiilleriden ¢ok daha sade bir yapiya sahip.
Bu nedenle dersin kalaninda CG-modiillerine odaklanacagiz.

Once lineer cebirden su énermeyi hatirlayalim:

Onerme 7.1. V bir kompleks vektor uzayr olsun. Her ¢ : V. — V lineer
dontgimindn bir ézdegeri (ve dolaysiyla dzvektori) vardr.

Bir X kiimesi tizerindeki birim fonksiyonu idy : X — X ile gosterecegiz.
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7.1 Schur Lemmasi

Teorem 7.2 (Schur Lemmasi). V' ve W birer indirgenemez CG-modiilii ol-
sun.

(1) Eger ¢ : V. — W bir CG-homomorfizmi ise ve sifir-doniisimi degilse
(yani her v € V igin v = Oy degilse) bir CG-izomorfizmidir.

(2) Eger ¢ : V. — V bir CG-izomorfizmi ise birim fonksiyonun bir skaler
katidur (yani bir A € C i¢in ¢ = X idy formundadar.)

Kanit. (1) ¢ : V. — W sifir-dontigiimiinden farkli bir CG-homomorfizmi
olsun. Oyleyse Kerg # V elde ederiz. Aym zamanda V ’nin icinde Ker ¢
bir CG-altmodiilii oldugundan ve V' indirgenemez oldugundan Ker ¢ = (Oy)
olmak zorunda kalir, yani ¢ birebirdir.

Diger yandan, Im ¢ ise W iginde bir CG-altmodiiliidiir ve W da indirge-
nemezdir. Dolayisiyla Im ¢ # (Oy) oldugundan Im ¢ = W sonucuna variriz,
yani ¢ ortendir.

Toparlarsak, ¢ hem birebir hem 6rten bir CG-homomorfizmidir, yani bir
CG-izomorfizmidir.

(2) Onerme 7.1 ile biliyoruz ki verilen ¢ : V — V fonksiyonu icin
v = v denklemini saglayan bir A € C ve v € Vv # 0y vardir. Do-
layisiyla Ker(¢ — A idy ) # (0y) elde ederiz. ¢ — A idy bir CG-homomorfizmi
oldugundan Ker(¢ — A idy) altuzayimin V iginde bir CG-altmodiilii oldugunu
gozlemleriz. Fakat bu durumda V' indirgenemez oldugundan Ker(p—\ idy ) =
V' olmak zorundadir, yani ¢ — X idy doniigiimiiniin sifir-doniigiimii oldugu
sonucuna ulagiriz. Bu ise ¢ = X idy olmasiyla denktir. O

Soru 1. Schur Lemmasimin ilk kismi ve ispati RG-modiilleri icin de
gecerlidir. Tkinci kisma RG-modiilleri i¢in bir ters-6rnek bulun: V adinda
indirgenemez bir RG-modiilii ve ¢ : V' — V geklinde birim fonksiyonun

skaler kat1 olmayan bir RG-homomorfizmi 6rnegi verin.
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Soru 2. Ispatlaym: Eger V ve W birer indirgenemez CG-modiilii ve ¢ :
V' — W sifir-doniigiimiinden farkl bir CG-izomorfizmi ise V' ’den W ’ya
her CG-homomorfizmi ¢ 'nin bir skaler katidir.

Schur Lemmasi’'nin ikinci kisminin soyle bir tersi de vardir:

Onerme 7.3. V, sifirdan farkly bir CG-moduli olsun. Eger her ¢ :' V — V
seklinde CG-homomorfizmi idy ‘nin bir skaler kat ise V' indirgenemezdir.

Kanat. Onermenin kontrapozitifini (kargit-tersini) ispatlayacagiz:

V' indirgenebilir olsun, yani (0y) # U # V sartim saglayan U adinda bir
CG-altmodiilii olsun. Bu durumda Onerme 6.5'teki CG-homomorfizminin
goriintiisini genisleterek gortiyoruz ki Im¢ = U olmak tlizere ¢ : V —
V' geklinde bir CG-homomorfizmi vardir. Fakat boyle bir fonksiyon, birim
fonksiyonun skaler kat1 olamaz ¢iinkii birim fonksiyonun skaler katlar1 ya (o
skaler sifir ise) sifir-fonksiyonudur ya da (o skaler sifir degilse) izomorfizmdir.

O

Sonug 7.4. Bir p : G — GL(n,C) grup temsili indirgenemezdir ancak ve
ancak
her g € G igin (pg)A = A(pg)

sartiny saglayan her A € GL(n, C) matrisi birim matrisin skaler katr ise.

Kamit. Oncelikle, standart taban ile grup etkisini kullanarak V = C? {ize-

rinde grup etkisini tamimlayalim: her v € C? ve g € G i¢in gv := (pg)v olsun.
1

Simdi n x n boyutlarinda bir A € GL(n, C) matrisi alalim ve bu matris ta-
rafindan v — Av kurali ile belirlenen C? iizerindeki lineer doniigiimiinii diigiine-
lim. Bu bir F'G-homomorfizmidir ancak ve ancak

her g € G ve v € V igin A(gv) = g(AV)

'Buradaki notasyonda, bir v € C? vektériinii ve onun (standart tabanda) siitun matris
olarak yazimim ayirmiyoruz. Daha kesin bir notasyon kullanmak istersek [gv]s := (pg)[v]s
yazabiliriz.
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ise, bagka bir deyisle
her g € G i¢in A(pg) = (pg)A

ise. Schur Lemmasi ve Onerme 7.3 ile biliyoruz ki V iizerindeki tiim CG-
homomorfizmleri A id formundadir ancak ve ancak V' indirgenemez ise. Bu
noktada CG-modiilii yapisindan grup temsili yapisina geri donerek aradigimiz
sonucu elde ediyoruz. O

Bu sonug bize bir p grup temsilinin indirgenemez olup olmadigini sapta-
mada ¢ok pratik bir yontem veriyor: Biitiin pg matrislerine ? bakalim. Bu
matrislerinin hepsinin birden degismeli oldugu bir A € GL(n, C) matrisi bu-
labiliyor muyuz? Bulabiliyorsak grup temsili indirgenemez degil, bulunamaz
ise indirgenemez.

Ornek 7.1. G = C3 = (a|d® =€) grubunun bir p : G — GL(n,C) grup

temsilini
- 0 —1
=1
ile tamimlayalim. Simdi, herhangi bir A € C skaleri i¢in A/, formunda olmayan
0 —1
A=
o

matrisinin biitiin pg matrisleriyle degismeli oldugunu goriiyoruz, dolayisiyla
p temsili indirgenemez degildir.

Soru 3. Indirgenemez bir 6rnek icin kitapta sayfa 80’deki ”Example

9.4(b)”yi inceleyin.

7.2 Sonlu degismeli gruplarin temsilleri

Bu kisimda, sonlu degismeli gruplarinin indirgenemez kompleks temsillerini,
daha dogrusu buna denk olarak indirgenemez CG-modiillerini siniflandiracagiz.

2...ya da sadece grubu geren elemanlar icin...
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Onerme 7.5. Sonlu degismeli bir G grubunun her indirgenemez CG-modiili 1
boyutludur.

Kanat. G grubu i¢in V' adinda indirgenemez bir CG-modiiliint diigtinelim.
Bir x € G aldigimizda, V tizerinde her v i¢in v — zv kuraliyla tanimli lineer
doniigtimiin bir CG-homomorfizmi vermesi icin

her g € G ve v € V igin z(gv) = g(xv)
sartinin, ya da denk olarak
her g € G ve v € V i¢in (zg)v = (gz)v

sartinin saglanmasi lazim. Eger z eleman1 G grubunun her elemani ile degigmeli
ise 3 bu sart otomatik olarak saglanir. Dolayisiyla eger grubumuz degismeli
ise de bu sarti her x € G elemani saglar. Bu durumdaysa, Schur Lem-
masi’min ikinci kismindan biliyoruz ki bu fonksiyon birim fonksiyonun bir
skaler katidir, yani her x € GG igin oyle bir A\, € C vardir ki

her v € V igin zv = A\ v

saglanir. Fakat bu durumda V' 'nin tiim altuzaylar1 grup etkisi altinda degismez
olur, dolayisiyla X indirgenemez oldugunudan agikar olmayan altuzayi ola-
maz. Bu durumda dim V' = 1 sonucuna ulagiriz. O

Soru 4. Bu sekilde G 'den kompleks ¢arpimsal gruba tanimlanan

NG —C
T Ay

fonksiyonunun bir grup homomorfizmi verdigini gosterin.

Bu noktada, cebirden “sonlu degismeli gruplarin temel teorem:”ni hatirhyoruz:

Teorem 7.6. Her sonlu degismeli grup, sonlu devirli gruplarin bir direkt
carprmana izomorfiktir.

3Bu sart # € Z(G) ile denktir, sonraki sayfalarda gorecegiz.
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Bu teoreme dayanarak, nq,...,n, birer pozitif tamsay1 olmak tizere bir
G=0C, x...xCy,

sonlu degismeli grubu alalim. Her bir C; grubunun bir iiretecini ¢; olarak isim-
lendirelim. Bu durumda biitiin C; gruplarinin birim elemanlar: e ile gosteril-

mek tizere, her bir = 1,...,r i¢in g; € G elemanim
gi = (67 y Ci 76)
i ’inci
girdi

olarak tamimlayalim. Bu durumda

G = <g17"'7gr>
oldugunu goriiyoruz. Hatta, grup sunumu olarak
G ={(91,.-.,9-| her 1 <i,j <ricin g = e ve gig; = g;9:)

diigiiniilebilir. Simdi, bir p : G — GL(1, C) indirgenemez grup temsili alalm.
Onerme 7.5 ile biliyoruz ki belli \; € C sayilari icin

pgi = Ai |

seklinde 1x1 boyutlu matrisler elde edilir. Ayrica ¢g;" = e oldugundan ;" =
saglanmalidir, yani her bir \; kompleks sayisi 1 ’in n; ’inci koklerinden biri

olmalidar.
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Boylece, herhangi g = ¢7* . .. Jr € G grup eleman icin
pg=plgl'..gl) = [ M. N ]

oldugunu gozlemliyoruz. Sonug olarak goriiyoruz ki her ¢ = 1, ..., r icin birer
A; seklinde isimlendirilmisg 1 'in n; ’inci kokiinii segerek belirliyoruz, ve bu \;
secimlerden her biri bize farkli bir p indirgenemez temsili veriyor. Bu temsili

P = Pr1,... A\

olarak isimlendirelim. Her bir \; sayis1 n; farkl sekilde segilebildiginden top-
lamda n; . ..n, ¢carpim kadar, yani tam olarak |G| adet farkli p indirgenemez
temsili elde ederiz.

Bu sonuclar agagidaki teoremde 6zetleyelim.

Teorem 7.7. Bir G = C,,, X ... x Cy, sonlu degismeli grubunu alalim. Yu-
karida tarif edilen py, ..\, indirgenemez temsillerinin derecesi 1 “dir ve bun-
lardan tam olarak |G| adet vardur. Ayrica, G grubunun indirgenemez herhangi
bir temsilt bu temsillerden tam olarak ve sadece bir tanesine denktir.

Ornek 7.2. G = Cs = (a|a® = e) grubunu diigiinelim. Yukaridaki tartigmaya
ve teoreme gore, bu grubun herhangi bir indirgenemez p adl temsilinin de-
recesi 1 olmali. Dolayisiyla, A € C sayis1 1 ’in 6 'nc1 koklerinden biri olmak
tizere, bu temsil

p=pr:G— GL(1,C)
a— [A

formunda olmali. Bu sart1 sart1 saglayan lambda degerleri w = e3’ = % + @z

olmak tzere
1w,w? w® wh W
~
-1

sayllarindan biri olmalidir. Bu sayilari su sekilde gorebiliriz:
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G grubunun herhangi bir indirgenemez temsili bu 6 temsilden birine denktir.

7.3 Kosegenlestirme

H grubu, merkebesi n olan ve bir g elemani tarafindan tiretilen devirli grup
olsun. Bu grubun sunumu

H={(g|g"=¢e)

olarak verilebilir. Bu grup i¢in V' adli bir CH-modiili diiginelim. Teorem 6.4
ile biliyoruz ki belli indirgenemez Uy, . . ., U, adli CH-altmodiilleri i¢in V' 'nin
bir
V=U®&- ---al,
direkt toplam ayrtigmasi vardir. Teorem 7.7 ile biliyoruz ki her bir U; altuzay:
1 boyutludur. U; altuzayini geren bir vektore u; adini verelim, yani U; =
sp(u;) olsun. Simdi, w = e olarak tanimlayalim. Bu durumda, her bir 4
indeksi i¢in
gu; = Wi,
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olacak sekilde m; sayilar1 vardir. Buradan da B : w4, ..., u, tabaninda grubun
g elemaninin etkisini veren lineer dontigiimiin B tabaninda ifadesinin

w™ 0 0
0 wm ... 0
lgls = | . S (7.1)
0 0 wmr

kogegen matrisiyle verildigimi goriiyoruz. Bu gozlemi biraz genisleterek agagidaki
sonuca ulagiyoruz:

Onerme 7.8. G bir sonlu grup ve V' bir CG-modiili olsun. Her g € G ele-
mant i¢in [gls matrisinin kisegen olacagr sekilde V' uzayimn bir B tabanu
bulunabilir. Eger g elemanimin mertebesi n ise bu matrisin kosegeni uzerin-
deki saylar, 1 tn n “inci kokleri olacaktur.

Kanat. G grubunun i¢inde g tarafindan iiretilen H = (g) altgrubunu alalim.
H sonlu devirli oldugundan ve V' ayni zamanda bir CH-modiilii olacagindan,
yukaridaki tartigma ile bir B tabaninda [g]s matrisi Denklem 7.1 formunda
olacaktir. O

7.4 Merkezler ve Schur Lemmasi

Bir grupta, gruptaki biitiin elemanlarla degismeli olan elemanlara grubun
merkezi dendigini hatirlayalim:

Tanim 7.9. Bir G grubunun merkez:
Z(G):={z € G :her g € Gicin zg = gz}

olarak tamimlanir.

Soru 6. Z(G) 'nin, G 'nin bir normal altgrubu oldugunu goésterin.
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Benzeri gekilde bir grup cebiri igin de, bu grup cebirinin her elemaniyla
degismeli olan elemanlar1 kiimesine o grup cebirinin merkezi diyoruz:

Tanim 7.10. G bir grup, F' bir cisim olsun. F'G grup cebirinin merkez:
Z(FG):={z€ FG :herr € FG igin zr =rz}

olarak tamimlanir.

FG i¢inde G grubunun merkezinden gelen (yani Z(G) elemanlarimn li-
neer bileskesi olarak yazilabilen) tiim elemanlar, yani F'[Z(G)] grup cebirinin

elemanlar1, F'G' 'nin merkezinin i¢inde kalir.

Siradaki ornekte gorecegimiz tizere, F'G 'nin merkezinin tiim elemanlar:
bu sekilde grubun merkezinden gelmeyebilir.

Ornek 7.3. G grubu 3 eleman iizerine 6 elemanl dihedral grup, yani

G = Dg = <a,b|a3=b2=e,b_1ab=a_1>

= {(a,b|a® =b* = e,bab = a*)

olarak verilmis olsun (Bu grup S; ile izomorfiktir).



Simdi F' = C alalim. Bu durumda z = e + a + a* € Z(CG) olur. Bunu
gormek i¢in su gozlemler yeterlidir:

az = a(e + a+ a?)

=a+a’+a
= (e + a + a*a)
= za
bz = ble + a + a?)
= b+ ba + ba®
=b+a*b+ab (ba = a®b, ba® = ab)
= (e+a®+a)b
=zb

Bu gozlemlerin yeterliligini, iki kisma ayrilarak agagida egzersiz olarak veri-
yoruz.

Soru 10. r € F'G olsun.

e Eger G = (¢1,...,9,) ve her i = 1,... k i¢in rg; = g;r ise, her
g € G icin rg = gr oldugunu gosterin.

e Eger her g € G i¢in rg = gr ise r € Z(FG) oldugunu gosterin.

Bu sorudaki iki 6nerme birlikte diigtiniildiigiinde, bir r € F'G elemanin G
grubunun iiretecleriyle degismeli olmasinin grup cebirinin merkezinde kalmasi
i¢in yeterli oldugunu soylemektedir.

Normal altgruplar, grup cebirinin merkez elemanlarini elde etmede bize
yardimer olur:

Onerme 7.11. G sonlu bir grup, H ise G i¢inde normal altgrup olsun. Bu
durumda, H ‘nin elemanlarinin toplamy grup cebirinin i¢inde kalir, yani

r=> heFG)

heH
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Kanit. Herhangi g € G alalim. H < G oldugundan
H=g'Hg={g'hg:hec H}
oldugunu hatirlayalim. Bu durumda

g lrg=g" <Z h) g

heH

= g'hg

heH

:Zh

heH

=r
elde ederiz. bu da rg = gr ile denktir. O

Schur Lemmasi'n1 kullanarak grup cebirlerinin merkezi ile ilgili siradaki
onemli 6nerme ile gunu goriiyoruz: Bir grubun kompleks grup cebirinden bir

z € Z(CG) eleman aldigimizda, v +— zv lineer déniigiimii bir A ile skaler
carpmadir.

Onerme 7.12. V bir indirgenemez CG-modiilii ve z € Z(CQG) olsun. Oyle
bir A € C skaleri vardur ki

her v € V igin zv = v (7.2)

saglanar.

Kanit. Her g € G C CG i¢in gz = zg oldugundan her v € V i¢in

g(zv) = z(gv)

saglanir, dolayisiyla v — zv lineer dontigimii V' iizerinde bir CG-homomor-
fizmidir, dolayisiyla Schur Lemmasi'nin ikinci kismindan gortiyoruz ki idy
fonksiyonunun bir skaler katidir. O

Bu sekilde her z € Z[CG] i¢in Denklem 7.2 ile belirlenen A skalerini A, ile
gosterelim.
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Not. Bu sorudaki homomorfizmin, Soru 4’teki homomorfizmin bir genelle-
mesi oldugu goriilebilir.

Eger bir FG-modiilii i¢in herhangi bir tabanla elde edilen grup temsili
icin p : G — GL(n, F) temsil fonksiyonu birebirse bu FG-modiiliine ve ilgili
grup temsiline sadik dendigini hatirlayalim.

Onerme 7.13. Ejer bir sadik ve indirgenemez CG-modiilii varsa Z(G) de-
virlidir.
Kanit. V sadik ve indirgenemez bir CG-modiilii olsun. Eger z € Z(G) C
Z(CG) ise Onerme 7.11 ile biliyoruz ki

her v € V igin zv = \v

olacak gekilde bir A, € C skaleri vardir. Ayrica C-modiiliimiiz sadik oldugundan
Soru 11 ile verilen

AN Z(G) = C
Z A,

65



grup homomorfizmi birebirdir, yani bir monomorfizmdir. Sonu¢ olarak bu
fonksiyonun, grubun merkezi ile bu monomorfizmin goriintiisii arasinda

Z(G) = (), : 2 € Z(C)

seklinde bir izomorfizm verdigini goriiriiz. Bu izomorfizmin sag tarafi, komp-
leks ¢arpimsal grubun bir sonlu altgrubudur dolayisiyla devirlidir (bkz. Soru
13). O

Ornek 7.4. Bu énerme ile, G grubu devirli ise Z(G) = G olacagimdan de-
virli olmayan bir degismeli grup igin sadik indirgenemez CG-modiilii ve do-
layisiyla sadik indirgenemez bir kompleks grup temsili olamayacagini goriiyo-
ruz. Ornegin sadece dort elemanh Cy x Cy grubunun hic sadik kompleks tem-
sili olamayacagi sonucuna ulagmig olduk.

Soru 13. G < C* ve G sonlu olsun.

1. G 'nin elemanlarimin birim ¢ember {izerinde oldugunu gosterin.

2. a =min{f € RT : ¢? € G} olsun. G = (¢*) oldugunu gosterin.
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Bolum 8

indirgenemez Moduller ve
Grup Cebiri

Maschke Teoremi ile, herhangi bir F'G-modiiliintin indirgenemez F'G-altmo-
diilleri cinsinden yazilabilecegini gormiistiik, dolayisiyla dikkatimiz artik bir
grubun indirgenemez F'G-modiillerinin (ve dolayisiyla F' cismi tizerinde in-
dirgenemez grup temsillerinin) ne oldugu sorusuna odaklanmig durumda.

Bu boliimiin 6nemli teoremi ile; bir sonlu G grubu ic¢in herhang: bir in-
dirgenemez CG-modiiliiniin, bu grubun CG ile gosterdigimiz grup cebirin
bir CG-altmodiiliine izomorfik olacagini gorecegiz. Dolayisiyla, sonlu bir G
grubunun tiim indirgenemez CG-altmodiillerini bulmak i¢in grup cebirine
bakmanin yeterli oldugunu anlayacagiz.

Genel olarak grup cebirini indirgenemez CG-altmodiillerine ayirmak kolay
olmadigindan tiim indirgenemez CG-modiillerini bu yolla bulmaya ¢alismayacagiz.
Bununla birlikte, bu teoremin goyle bir kritik sonucunu hemen gozlemleye-
biliriz: Her sonlu G grubunun izomorfik olmayan sadece sonlu sayida CG-
modiilii vardir. !

!Baska bir ifadeyle, sonlu adet indirgenemez CG-modiilii izomorfizm smifi vardar.
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8.1 Grup cebirinin indigenemez altmodiilleri

Onerme 8.1. V ve W birer FG-modiilii ve @V — W bir FG-homomorfizmi
olsun. Bu durumda

V=KerppU wve U=Imyp
olacak sekilde V- "'nin U adl bir FG-altmoduli vardar.

Kamit. Ker ¢ 'nin V de bir FG-altmodiilii oldugunu Onerme 5.2 ile biliyoruz.
Dolayisiyla Maschke Teoremi 6.2 bize

V=KerpapU
olacak gekilde V' 'nin bir U adli F'G-altmodiilii oldugunu veriyor.

¢ fonksiyonunun tanim kiimesini U’ya, deger kiimesini Im ¢ ’ye sinirlayarak
¢ : U — Im ¢ fonksiyonunu tanimlayalim.

Bu fonksiyon bir F'G-homomorfizminin bir F'G-altmodiiliine kisitlamasi
oldugundan kendisi de bir F'G-homomorfizmidir.

Bir u € Ker ¢ alahm. Bu durumda ¢u = pu = Oy elde ederiz, yani u €
Ker ¢ elde ederiz. Oyleyese V = Ker o @ U ve u € Ker o NU oldugundan u =
Oy sonucuna ulagiriz. Dolayisiyla Ker ¢ = (0y) oldugunu, yani ¢ déntigimiiniin
birebir oldugunu goriiriiz.

Simdi rastgele bir w € Im ¢ alalm. Bu durumda pv = w olacak gekilde
bir v € V vardir. V = Ker ¢ @& U oldunundan v = k + u olacak sekilde birer
k € Ker¢ ve u € U bulabiliriz. Bu esitligin iki tarafina da ¢ fonksiyonunu

uygularsak
v =k + pu
w = 0w + Qu
w = Qu

sonucunu elde ederiz ve w € Im ¢ oldugunu goriiriiz. Dolayisiyla Im ¢ = Im ¢
sonucuna variriz ve ¢ doniigimiiniin orten oldugunu goriiriiz.

Toparlarsak, ¢ : U — Imp birebir ve orten bir F'G-homomorfizmidir,
yani bir F'G-izormorfizmidir. Sonug olarak, U ile Im ¢ izomorfiktir. O
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Onerme 8.2. V bir CG-modiilii olsun ve
V=U & U

seklinde indirgenemez CG-altmodiillerinin direkt toplama olarak yazilsin. Bu
durumda, U eger V' 'nin bir indirgenemez CG-altmodiilii ise bir j € {1,..., s}
icin U = U; saglanar.

Kanit. Onermede verilen direkt toplam ayrigmasinda U; iizerine izdiigiime 7;
diyelim.

Sifirdan farkh bir v € U alahm. Bu durumda bir j indeksi icin 7ju #
Oy olacaktir (neden?). Bu m; doniigiimintin tanim kiimesini U ’ya, deger
kiimesini ise U; "ye kisitlayarak

7, U—=U;
CG-homomorfizmini elde edelim. mju = m;u # Oy oldugundan
Kerm; # U, Im7; # (Oy) C U;
elde ederiz. Bu durumda, hem U hem de U; indirgenemez oldugundan
Kerm; = (Oy), Im7;, =U;

sonucuna ulagiriz, yani 7; : U — U, birebir ve ortendir. Sonug olarak, 7;
fonksiyonu U ile U; arasinda bir izomorfizmdir. O

Not. U, bir U; ’lerden birine izomorfik olmak zorundadir ama egit olmak
zorunda degildir! (bkz. kitap sayfa:92 example:10.3)

Bu 6nerme ile sunu goriiyoruz: Elimizde bir CG-modiilii varsa, tam ola-
rak hangi indirgenemez CG-modiillerinin bir direkt toplam ayrismasinda
goriinebilip goriinemeyecegini bilebiliriz. Yani indirgenemez CG-modiilleri,
asal carpanlar gibi ig goriir: bir dogal say1 verildiginde o sayinin asal carpanlara
herhangi bir ayrigmasinda, bir asal saymin goriiniip goriinmeyecegi bellidir.
Bu fikir ve 6nceki 6nermeden ilhamla siradaki tanimi yapiyoruz:
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Tanim 8.3. (1) V bir CG-modiilii ve U indirgenemez bir CG-modiilii olmak
tizere, eger V 'nin U ile izomorfik bir CG-altmodiilii varsa U ’ya V ’nin
bir indirgenemez bileseni ? denir.

(2) Eger V ve W adli CG-modiillerinin ikisinin de indirgenemez bileseni olan
bir CG-modiilii varsa buna CG-modiillerinin ortak indirgenemez bileseni
denir.

CG ’nin grup cebiri olmak yaninda bir CG-modiilii yapisina da sahip
oldugunu ve bu CG-modiiliine diizenli CG-modiili dendigini hatirlayalim.
Bu terminolojiyle boliimiin ana sonucunu siradaki teoremde ifade ediyoruz.

Teorem 8.4. Her indirgenemez CG-modiili, dizenli CG-modilinin bir in-
dirgenemez bilesenidir.

Kanat. Diizenli CG-modiili Uy, ..., Us indirgenemez CG-modiillerinin direkt
toplami olarak
V = U’1 @D P Us

seklinde ifade edilmig olsun ve ayrica bir W indirgenemez CG-modiilii ve-
rilsin. Teoremi ispatlamak i¢in gostermemiz gereken, bir j = 1,...,s icin
W = U; oldugudur.

Sifirdan farkh bir w € W eleman segelim ve

p:CG—-W

T Tw
fonksiyonunu tamimlayalim. Bu durumda
pe =ew =w # Ow

oldugundan Im¢ # (Oy) oldugunu goriiriiz, dolayisiyla W indirgenemez
oldugundan Im ¢ = W elde ederiz.

Onerme 8.1 ile biliyoruz ki

CG=KerppU ve U=Imp=W

2ing. composition factor
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olacak sekilde CG "nin U adinda bir CG-altmodiilii vardir. Fakat Onerme 8.2
ile biliyoruz ki bir j indeksi i¢in U = U; olmahdir. Bu iki sonucu birlestirerek
aradigimiz W = U = U; sonucunu elde ederiz. O

Sonug 8.5. Her G sonlu grubu i¢in izomorfik olmayan sonlu sayida indirge-
nemez CG-modili vardur.

Burada tekrar asal sayilar ile indirgenemez CG-modiilleri arasinda diigindiigiimiiz
benzerligi hatirlayalim. Bu noktada benzerligin bir acidan bozuldugunu goriiyo-
ruz: sonsuz sayida asal say1 olmasina kargin sonlu bir grup i¢in sadece sonlu
sayida CG-modiilii vardir. 3

Ornek 8.1. G = C5 = (a|a® = e) grubunun kompleks grup cebirinin
CaE = {)\16+)\1&+)\2&2 C\ € C,Z:O,l,Q}
olarak yazilabilecegini hatirlayalim. Simdi, w = e%1 olmak iizere

v0:e+a+a2
_ 2 2
U = e+ wa+wa

v2:e+w2a+wa2

vektorleri icin
Uy = sp(vo), Ur = sp(v1), Uz = sp(v)

altuzaylarini tanimlayalim.

Soru 1. Bu altuzaylarin CG-altmodiilii oldugunu gosterin.

Soru 2. Bu altuzaylarin lineer bagimsiz oldugunu gosterin.

Bunlara ek olarak boyut toplami da tuttugundan (nasil?)
CG=UydU, @ U,

seklinde indirgenemez CG-modiilleri direkt toplam ayrigmasina ulagiriz.

3Bu agidan diisiiniince, CG-modiilleri dogal sayilardan daha kolay!
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Bu bilgiler 1s1ginda

UO 1§1H avyg = Vg ,
U, icin: av; = wlu, ,
U igin: aly = W9

oldugunu gozlemleyelim. Bu esitlikler, bu indirgenemez CG-altmodiillerini
karakterize eder: Her biri grubun tireteginin, vektor uzayindaki vektorleri
kag katina gonderdigini verir. §imdi Teorem 8.4 ile goriiyoruz ki G = C} igin
herhangi CG-modiilii, bu ii¢ indirgenemez CG-modiiliinden birine izomorfik-
tir.

Soru 3. Onceki érnekteki vektorlerin ve sayilarm nereden geldigini anla-
mak icin @ 'min V = CG iizerindeki etkisini B : e, a, a® tabaninda veren
[a]s matrisini yazin ve 6zdeger/6zvektorlerini bulun (yani: kogegenlestirin.)

Ornek 8.2. Simdi de
G=S53=Ds= <a,b|a3 =b = e,b‘lab:a_1>

li¢ eleman tizerinde simetrik grup (ya da, ii¢ eleman tizerinde dihedral grup)
icin grup cebirinin indirgenemez ayrigmasini inceleyelim.

Tekrar, w = e olsun. CG icinde

U0:€+&+a2, ’LUQZ’U()b,
v = e+ wa+ wa?, wy = b,
02:e+w2a+wa2, wQIUQb

vektorlerini tanimlayalim. Bu vektorler araciligiyla

sp(vo + wp)
p(vo — wo)
sp(v1, wa)

( )

Sp(vU2, W1

|| ||
N
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altuzaylarini tanimlayalim. Bu altuzaylar birer CG-altmodiiliidiir (bkz Soru.
4) ve CG grup cebiri, bir CG-modiilii olarak

CG=UU,®Usd Uy

seklinde indirgenemez bilegenlerine ayrilir. Bunlardan 1-boyutlu olan U; ve
U, izomorfik degildir, fakat 2-boyutlu olan Uz ve U, izomorfiktir.

Boylece G = S5 grubu icin ikisi 1-boyutlu, biri 2-boyutlu olmak iizere
temelde ii¢ gesit indirgenemez CG-modiilii oldugunu, herhangi bir indirgene-

mez CG-modiiliiniin bu {i¢iinden birine izomorfik olacagini goriiyoruz.
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Bolum 9

Grup Cebirinde indirgenemez
Bilesen Sayilari

Onceki boliimden biliyoruz ki, biitiin indirgenemez CG-modiilleri, diizenli

CG-modiulinin
CG=U& - -dU

indirgenemez direkt toplam ayrigmasi icinde U; 'lerden en az biri olarak !
goriiliir. Bu boltimde su soruyu cevaplayacagiz: Peki kag kere goriiliir? Baska
bir deyisle, bu indirgenemez U; ’lerden ka¢ tanesi elimizdeki indirgenemez
bilegen ile izomorfiktir?

Indirgenemez bilegen ayrigmast ile asal carpan ayrismast arasinda kurdugumuz
benzetmeyi hatirlayacak olursak, bu soru asal carpanlara ayirmada bir asal
saymin kag kere kullamildig: (ya da, o asal sayimin {issiiniin kag oldugu) soru-
suna kargilik geliyor.

S6z konusu sayma iglemi icin, temel olarak CG-modiilleri arasindaki CG-
homomorfizmlerinin olugturdugu vektor uzayinin boyutunu kullanacagiz.

Tanim 9.1. V ve W birer CG-modiilii olsun. V' ’den W ’ya olan biitiin
CG-homomorfizmleri kiimesini Homeg(V, W) olarak tanimliyoruz.

lizomorfizm anlaminda
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Bu kiimenin elemanlarinin ayni zamanda V' ’den W ’ya lineer doniigiim ol-
duklarina dikkat edelim. Dolayisiyla, lineer dontisiimler gibi bunlar1 da topla-
yabilir ve bir skalerle garpabiliriz: ¢, 0 € Homeg(V, W) ve A € C igin toplama
ve skaler carpma, lineer dontigiimlerde oldugu gibi her v € V' vektorinde

(o4 0)v := pv + v
(Ap)v = Alpv)

ile tanimlanir.

Soru 1. p+6 € Homeg(V, W) ve Ap € Homeg(V, W) oldugunu gésterin.

Homeq (V, W), bu iglemlerle bir vektor uzay: yapisina sahiptir. Schur Lem-
masi’'ni, yani indirgenemez CG-modiilleri arasinda pek ¢esitli CG-homomorfizmi
olamayacag1 sonucunu bu yeni vektor uzay: ile soyle ifade edebiliriz:

Onerme 9.2. V ve W indirgenemez CG-modiilleri icin

1, egerV=1W 1ise

dim(Homgg(V,W)) =
( caf ) {O, eger V2 W ise .

Kamnat. Tkinci satir Schur Lemmas'nin ilk kisminm bir bagka ifadesidir. Ilk
satir ise Boliim 7 Soru 2 ile denktir. O

Siradaki 6nerme i¢in, bir CG-modiiliiniin indirgenemez bilesenlerinin, in-
dirgenemez CG-modiilii ayrigmasidaki her bir indirgenemez CG-modiilii (ya
da bunlarin izomorfik kopyasi) oldugunu hatirlayalim.

Onerme 9.3. Ejer V ve W adli CG-modiilleri i¢in Homeg(V, W) # (0) ise
V ve W ortak indirgenemez bilesene sahiptir.

Kamt. ¢ : 'V — W sifir-fonksiyonundan farkli bir CG-homomorfizmi olsun.
Onerme 8.1 ile goriiyoruz ki

V=KerpdU ve UZ=ZImy# (0w)
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olacak sekilde V' 'nin U adinda bir CG-altmodiilii vardir. Bu Onermenin
ispatindan da goriiyoruz ki bu fonksiyonun kisitlamasi olan ¢ fonksiyonu,
U ile Im ¢ arasinda bir CG-izomorfizmidir. §imdi U 'nun bir indirgenemez
bilegenini alalim. Sonug olarak, ¢ altinda bu indirgenemez CG-modiiliiniin

izomorfik goriintiisii Im ¢ 'nin, dolayisiyla da W 'nun bir indirgenemez bilegenidir.
O

Onerme 9.4. V. Vi, Vo ile W, Wy, Wy birer CG-modiili olsun. Bu durumda

(1) dim(Homeg(V, Wy & W) = dim(Homgeg(V, Wh)) + dim(Homeg (V, W)
(2) dim(Homeg (Vi @ Vo, W)) = dim(Homee(Vi, W)) + dim(Homeg (Va, W))
Kamt. (1) m : Wy & Wy — Wy ve mp : Wi & Wy — W, fonksiyonlarini
izdiisiim fonksiyonlar1 ? olarak her w; € Wy, ws € W, icin

m(wy + wy) = wy,  mo(wy + wy) = wy

seklinde tanimlayalim. Bu ikisinin, bir CG-modiilii direkt toplaminda izdiigiim
olmalar1 nedeniyle birer CG-homomorfizmi olduklarini biliyoruz.

Herhangi bir ¢ € Homeg (V, W1 @®Ws) fonksiyonu igin m o € Homeg(V, W)
ve Ty 0 ¢ € Homeg(V, W3) olacagimi gozlemleyelim.

Wy
1
v L Wy W
Q

T2 O W2

Simdi, bu bilegke alma iglemini kullanarak Homeq (V, W1 @Ws) vektor uzayimdan
Homee (V, Wh) ve Homeg(V, Wy) vektor uzaylart dig direkt toplamina

F : Homee(V, Wi @ W3) — Homeg(V, Wh) @ Homeg(V, Wa)

2Kesin konusmak gerekirse, bu fonksiyonlar izdiisiim fonksiyonlarmin deger kiimeleri-
nin kisitlanmasiyla elde edilir.
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lineer dontigtimiinii
F(p) = (mop moyp)

olarak tamimlayabiliriz. Bu lineer dontigiimiin
G: HOHI(C(;(V, Wl) D HOIIl(c(;(V, Wg) — HOmC(;(V, Wi ¢ Wg)

seklinde tersinin
G(p1,92) = o1+ @2

ile tanimlanan fonksiyon oldugunu goriiyoruz (kontrol edin!). Dolayisiyla
Homgeg(V, Wy @ Wy) ve Homeg(V, W1) @ Homeg (V, Wa) vektor uzaylar izo-
morfiktir. Buna ek olarak dim(U; @ U;) = dimU; + dim U oldugundan
aradigimiz sonucu elde ederiz.

(2) Bu kismin ispat1 da ilk kisma benzemektedir.

Soru 2. Kisim (2)’nin ispatin1 yapin.

O

Bu iki 6nermeyi sonlu direkt toplamlara kolaylikla su sekilde genelleyebi-

liriz:
dim(Homee(V, W1 @ -~ & W) = » _ dim(Homea(V, W;)) (9.1)
j=1
dim(Homee (Vi @ -+ ® V;, W) = Y _ dim(Homea(Vi, W)) . (9.2)
=1

Boylece Homgg operatoriiniin, direkt toplamin her iki bilegeninin boyutlar:
tizerinde de toplamsal oldugunu goriiriiz. Bu iki ifadeyi de su gekilde bir
araya getirerek Homcg operatoriiniin direkt toplamlarin boyutlarina nasil
davrandigini tam olarak ozetleyebiliriz:

dim(Homea(Vi & -+ @V, Wi @ --- @ W) = > > dim(Homea(Vi, W5)) .

i=1 j=1
Bu sonucu CG-modiillerinden biri indirgenemez iken, digeri ise bir direkt

toplamsal CG-modiilii ayrigmasi formundayken uygulayarak siradaki sonucu
elde ederiz:
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Sonug 9.5. V' adly bir CG-moduli
V=U & - -dU

biciminde indirgenemez Uy, ..., Uy adlv CG-modiillerinin direkt toplama ola-
rak ifade edilsin ve W ise bir indirgenemez CG-modilii olsun. Bu durumda
hem dim(Homeg(W, V) hem de dim(Homceg(V,W)), V' 'nin bileseni olan
U; lerden W ile izomorfik olanlarin sayisina esittir.

Kanit. Denklem 9.1 ve ile goriiyoruz ki
dim(Homea(W, U1 & --- @ U,)) = Z dim(Homeq (W, Uj))
j=1

saglamiyor. Indirgenemez CG-modiilleri iizerinde Homg¢ operatoriiniin dav-
ranigiyla ilgili Onerme 9.2 ise diyor ki

1, eger W =Ujise

dim(Homeg(W, U;)) =
( el ) {O, eger W 2 Uj ise .

Sonug olarak, dim(Homeg(W,U;)) tam olarak U, ’lerin hangilerinin W ile
izomorfik oldugunu sayiyor, yani

dim(HOng(VV, U1 @@Ur)) == |{U] . Uj = W,] = 17"'>T}| .

Aradigimiz sonug¢ buydu.

Soru 3. Ayni sonucu dim(Homeq(V, W)) i¢in elde edin.

O

Ornek 9.1. Burada, Ornek 8.2’yi hatirlayalm: G = S5 & Dy icin diizenli
CG modiiliiniin indirgenemez direkt toplam ayrigmasini, dim U; = dim U; =
1,dim Uz = dim Uy = 2 ve Uy 2 Us, Us = Uy olmak tizere

CG=UaaU,dUsd Uy

78



olarak bulmustuk. Buradan, Sonug 9.5 ile

dim(Homeg (U, CG)) = dim(Homeg (CG), Uy) =1
dim(Homcg(Ug, CG)) = dlm(Homcg(CG), Ug) =1
dim(Homeg (Us, CG)) = dim(Homee(CG), Us) = 2

sonucuna hemen ulasiyoruz.

Onerme 9.6. U bir CG-modiili olsun. Bu durumda

dim(Homcg(CG,U)) = dim U
olur.
Kanit. U vektor uzaymin bir ug, ..., us tabaninmi segelim. Her bir u; taban

elemanina karsilik olarak diizenli CG-modiiliinden U ’ya bir ¢; : CG — U
fonksiyonunu, her r» € CG igin

Oir = TU;

olmak iizere tanimlayalim. Bu fonksiyonlarin her biri birer CG-homomorfiz-
midir (gosterin!). Eger bu ¢, . . ., ¢4 fonksiyonlarinin Homeq (CG, U) uzaymin
bir tabam oldugunu gosterirsek 6nermemizi, yani dim(Homeq(CG,U)) =
d = dim U oldugunu gostermis oluruz. Bunun igin ¢4, ..., @4 dontisiimleri-
nin lineer bagimsiz olduklarini, ve ayrica Homeg(CG, U) uzayin gerdiklerini
yani tiim CG-homomorfizmlerinin bu donitigiimlerin lineer kombinasyonu ola-
rak yazilabilecegini gostermeliyiz.

Once lineer bagimsizligi kamtlamak {izere i, ..., Ay € C sabitleri icin
A1pr+ o+ Aapa =0
oldugunu, yani her r € CG igin
(M1 + -+ Aapa)r = Aiprr + -+ + Aapar = Op
oldugunu kabul edelim. Eger r» = e segersek, her 7 icin

Qi€ = EU; = Uy
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oldugundan
A1u1+---+)\dud:OU

saglanir. Buradan da, uq,...,us taban vektorlerinin lineer bagimsizligindan
aradigimiz A\; = - -- = Ay = 0 sonucunu elde ederiz.
Simdi de ¢, . . ., ¢4 doniigtimlerinin Homeg (CG, U) uzayimi gerdigini goster-

mek {izere, rastgele bir ¢ € Homee(CG,U) adli CG-homomorfizmi alalim.
Oncelikle

pe e U
vektoriinii diigiinelim. Bu vektor U uzayinda oldugundan belli Ay, ..., \; € C
sayilari igin wuq, . .., uq taban vektorlerinin lineer kombinasyonu olarak

pe = )\1U1 + .. .)\dud

bi¢iminde yazilabilir. Bir CG-modiiliindeki grup etkisini CG halkasinin etki-
sine genigletebildigimizi hatirlayalim. Herhangi bir r € CG igin

or = ¢(re)
= r(pe)
=r(Aug + ... Aguq)
= \TUL ... AgTUg
= Mo1ir + .. Agpar
= (M1 + .. Aawa)r

oldugunu gozlemliyoruz, dolayisiyla aradigimiz

<,0:)\1g01—|—...)\dg0d

sonucunu elde ediyoruz. O

Ispatta goriiyoruz ki diizenli CG-modiiliinden U adli bir CG-modiiliine
¢ : CG — U seklinde bir CG-homomorfizmi, tamamen grubun birim ele-
mannin goriintiisi, yani e tarafindan belirleniyor. Ispat da ashinda bu
gozleme dayaniyor: e vektoriinii ne kadar farkli sekilde segebiliyorsak (ve
ne kadar farkh sekillerde uy, . .., uq vektorleri cinsinden yazabiliyorsak) ¢ ’yi
de o kadar farkh sekillerde secebiliyoruz.
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Bu onermeyi diizenli CG-modiiliine uygulayarak bu béliimiin ana sonu-
cunu kolaylikla elde ediyoruz:

Teorem 9.7. Dizenli CG-modilintin indirgenemez direkt toplam ayrismasi
CG=U,@---aU,
olarak verilsin. Eger U, duzenli CG-modiluntn bir indirgenemez bileseni ise

bu ayrismada U; ’lerin tam olarak dim U tanes:i U ile izomorfiktir.

Kanat. Sonug 9.5 ile bu indirgenemez direkt toplam ayrismasinda U ile izo-
morfik U; sayisinin dim(CG, U) ile esit oldugunu goriiyoruz. Onerme 9.6 ise
bu saymin dim(U) oldugunu soyliiyor. O

Soru 4. Ornek 8.2 icin bu 6nermeyi gozlemleyin: G = S5 icin ii¢ adet
izmorfik olmayan indirgenemez CG-modiilii gesidinin her birinin kagar
izomorfik kopyasi, diizenli CG-modiiliiniin indirgenemez direkt toplam
ayrigmasinda goriinmektedir?

Bir sonlu G grubu i¢in miimkiin olan butin indirgenemez CG-modiillerini
listeleyebilmek tizere siradaki tanimi yapiyoruz.

Tanim 9.8. Bir G grubu verilmis olsun. Vi, ..., V} indirgenemez CG-modiilleri

su sartlar1 sagliyor olsun:

(i) Herhangi bir indirgenemez CG-modiilii bunlardan birine izomorfiktir.

(ii) Bunlardan herhangi ikisi birbirine izomorfik degildir.
Bu durumda, Vi, ..., Vi bir eksiksiz indirgenemez izormorfik olmayan CG-
modilleri kiimesi olugturur denir.

Teorem 9.9. Vi, ..., Vi, eksiksiz indirgenemez izormorfik olmayan CG-modiilleri
kimesi olusturuyor olsun. Oyleyse

k
> (dimV;)* = |G|

J=1

olur.
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Kanit. Diizenli CG-modiilii'nii, yani CG ’yi indirgenemez CG-modiillerinin
direkt toplami olarak
CG=U,a---aU,

seklinde yazmig olahm. Bu U; indirgemez CG-modiillerinin tam olarak n;
tanesi Vj ile izomorfik olsun. Bu durumda

dimV =dimU; + - - -+ dim U,
oldugundan, birbirine izomorfik U; ’lerin boyutlarini bir araya toplarsak
k
dimV = "n;dimV;
j=1

elde ederiz. Fakat aymi zamanda Teorem 9.7 ile biliyoruz ki n; = dimVj
saglanir, dolayisiyla

k k
Gl =dimV =) n;dimV; =) (dimV})’

J=1 J=1

sonucuna ulasiriz. O

Soru 5. Ornek 8.2 icin bu teoremi gozlemleyin: G = S icin diizenli CG-
modiiliiniin indirgenemez ayrigmasinda her bir indirgenemez CG-modii-
liiniin kagar farklh kopyasi goriiniiyor?

(Not: 6 =12 + 12 4+ 2?)

Bu teorem, sonlu bir G grubu i¢in

e diizenli CG-modiiliiniin indirgenemez bilegenlerinin,
e dolayisiyla, indirgenemez CG-modiillerinin

e ve dolayisiyla da indirgenemez kompleks grup temsillerinin

boyutlarinin kag olabilecegi ve bunlarin kagar tane gesit olabilecegi ile ilgili
oncemli bir kisitlama getiriyor: Bu boyutlarin kareleri toplami, grubun mer-
tebesini vermeli.
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Ornek 9.2. Bu teorem 15181nda, mertebesi 8 olan bir G grubu i¢in kag cesitli
indirgenemez CG-modiilii olabilecegine bakalim. Bunun icin, 6nceki teoremle
biliyoruz ki bunlarin boyutlar1 kareleri toplaminin 8 vermesi gerekiyor. Bu
durumda 8 sayisini kag farklh sekilde tam karelerin toplami olarak yazabi-
lecegimize bakmaliyiz:

8=12+124+124+124+12+12+1%2+1°
=14+ 17 +1°+124+2°

=22497

Bu egitliklerden iigiinciistiniin gegerli olamayacagini biliyoruz, ¢iinkii en
az bir tane 1 boyutlu CG-modiilimiiz her zaman var: agikar CG-modiilii. Bu
durumda, mertebesi 8 olan bir grup i¢in eksiksiz bir indirgenemez izormorfik
olmayan CG-modiilleri kiimesi

e ya sekiz tane 1 boyutlu

e ya da dort tane 1 boyutlu, bir tane 2 boyutlu

indirgenemez CG-modiiliinden olusabilir. Gergekten de, ilk durum G degismeli
oldugunda, ikinci durumsa G = Dy i¢in gergeklesir.
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Bolim 10

Gruplarin Eslenik Siniflar:

Bu boliimde, grup temsilleri ve F'G-modiillerinden bahsetmeyecegiz, sadece
gruplarla (ve ozellikle altgruplar ve eslenik siniflariyla) ilgilenecegiz.

10.1 Eslenik simiflari

Tanim 10.1. Bir G grubunda x,y € G olsun. Eger

y=g'zg

olacak gekilde bir ¢ € G varsa y elemani G grubunda x elemaninin bir
eslenigidir denir.

Notasyon. 29 := g~ lag .

Bu notasyonla: y elemani x ’in eglenigidir eger bir ¢ i¢in x9 = y ise.

Soru 1. Her z,y, z € G ic¢in

(a) a¥* = (2¥)* oldugunu gosterin.

(b) (zy)* = 2*y* oldugunu gosterin.
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Soru 2. Esleniklik iligkisinin bir denklik bagitisi oldugunu gosterin.

Tanim 10.2. Egleniklik bagintisina gore bir G grubundaki denklik siniflarina
eslenik siniflar denir. Bir z € G elemaninin G iginde ait oldugu eslenik sinifi

¢ ={g'2g:ge Gy ={29: g€ G}
ile gosterilir. Bir eglenik sinifinin her bir elemanina o esglenik smifinin bir

temsilcist denir.

Sonug 10.3. z,y € G icin Ejer 2% # y© ise 2% NyY = @ olur. Baska bir
deyisle, eslenik sinaiflary ayriktir.

Soru 3. Eslenik simiflarimin eglenik alma altinda sabit kaldigin1 gosterin:
Yani her z € G ve g € G i¢in

g 2% = 28

oldugunu gosterin.

Ornek 10.1.
G =853=Dg= <a,b|a3 = b’ :e,ab:a_1>
= {e,a,a’,b,ab, a®b}

olsun. Bu durumda

¢“={g'eg: g€ G}
= {e}
oldugu rahathkla goriiliir. Ashnda, aym sekilde herhangi bir grupta e = {e}
elde edilir. Simdi a igin eslenik sinifin1 hesaplayalim:

a® = e lae =a

a® =a taa = a

a(a2) _ (a2)_1aa2 — a2 =a
a*=b"tab=a""' = a?
a® = (ab)‘a(ab) = b 'a 'aab = b ab = a*

a™ = (a?b)'a(a®) = b a " %aa®b = b ab = a® .
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Sonug olarak a¥ = {a,a?} elde ettik. Aym hesabi x = b i¢in yapalm.
bab = b~tab = a? oldugundan ba = a?b oldugunu hatirlayalim. Bu durumda

=10
b = a " 'ba = a ra®b = ab

b = ()" = (ab)® = a~'aba = ba = a*b

elde ederiz. Yani b, ab, a’b € b¢ oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla, eslenik siniflar:
kesigemeyeceginden ve grubun diger elemanlar1 diger eslenik siniflarinin iginde

kaldigindan b% = {b, ab, a®b} sonucuna ulagiyoruz. Yani G = S3 = Dg grubu-

nun eglenik simiflarinin tam olarak

¢ = {e}
a® = {a,a*}

bY = {b, ab, a®b}

oldugunu goriiyoruz.

Soru 4. (a) Her x € G icin o € 2% oldugunu gosterin.
(b) z grubun merkez elemamdir ! ancak ve ancak % = {x} ise, gosterin.

(c) Buradan, eger G grubu degismeli ise tiim eglenik smiflarinin tek ele-
manli olacagi sonucunu elde edin.

Lemma 10.4. x,9 € G ve n € Z i¢in

(@) = &)
olur.
Kant. Oncelikle

(29)? = (g7 xg) (9 'wg) = g 'a.gg " xg = g '2%g = (2*)7

lyani x € Z(G)
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oldugunu gozlemleyelim. Bu isleyisle, tiimevarim kullanmilarak her n € N i¢in
(29)" = g~ la"g = (a")?

oldugu, yani 2" ve y™ in birbirinin eglenigi oldugu gosterilebilir. Iki tarafin
tersi almarak da her n € Nicin y=" = g~ '27"¢g elde ederiz ve boylece sonucu
tiim tamsayilara genisletiriz. O

Onerme 10.5. Bir G grubunda x,y € G elemanlary birbirinin eslenigi olsun.
Bu durumda:

(1) Her n € Z i¢in x™ ve y" birbirinin eslenigidir.

(2) x vey 'nin mertebeleri egittir.

Kanat. (1) Bir g € G igin y = 29 olsun. Bu durumda, Lemma 10.4 ile goriiyo-
ruz ki

J= ) =
olur, dolayisiyla 2™ ve y™ esleniktir.

(2) = ’in mertebesi m olsun. Bu durumda =™ = e olur. Dolayisiyla, Lemma
104 ile y™ = (29)™ = (2™)9 = €9 = e elde ederiz. Bu ise bize y 'nin mertebe-
sinin m ’den, yani z ’in mertebesinden kiiciik-esit oldugunu 2 gosterir. Aym
sekilde y 'nin mertebesiyle baglayarak da = ’in mertebesinin y 'nin mertebe-
sinden kiigiik-esit oldugunu goriiriiz. Bu iki esitsizligi birlestirdigimizde, x ve
y 'nin mertebelerinin egit oldugu sonucuna ulasiriz. O

10.2 Eslenik sinifi buyiikliikleri

Tanim 10.6. Bir G grubunda x € G elemanini alalim. Bu x elemaninin G
grubundaki merkezleyicisi

Co(z) :={g € G:xg =gz}

kiimesidir.

2daha net olarak, m ’yi boldiigiinii
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Ayn1 zamanda
Co(r)={g€G: 29 =z}

olduguna dikkat edin.

Teorem 10.7. Bir G grubunda x € G elemanini alalvm. Bu durumda x “in
dahil oldugu eslenik sinifinin biiytikligi

N )

olarak elde edilir. 3 Ozel olarak, bu denklik siafinin biiyikligi yani |2

saysi, grubun mertebesini yani |G| saysiny boler.
Kamt. x € G elemanimi sabitleyelim ve ¢ : G — 2% fonksiyonunu

Y(g) =g 'zg =2’

olarak tanimlayalim. ¢ kiimesinin tanimi geregi bu fonksiyon ortendir. Bir
y € 2% elemanini alalim ve bu elemanin éngoriintiisiinii, yani ¢~ (y) kiimesini

3Burada |G : Cg(z)| ile Cg(z) altgrubunun G igindeki indeksinin gésterildigini
hatirlayalim. Bir H altgrubunun G igindeki indeksi, o altgrubun (sag ya da sol) koset
sayisidir ve % ile esittir.
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diigiinelim. Oncelikle; y € 2% olmasi demek, bir h € G i¢in y = 2" = hzh
olmast demektir. Bu durumda, bir ¢ € G elemam aldigimizda g € ¢~!(x)
olmasi igin

V(g =y &= 2! =2a"

— g lzg=h"'zh

— hglzgh™t ==z

= (gh ) la(gh™h) ==
< gh™' € Cq(n)

< g€ Cg(x)h

olmalidir. Dolayisiyla her bir y € 2% icin ¢ 71(y) = Cg(z)h elde ederiz.
Buradan da, kosetlerin biiyiikliigii ilgili grubun biiytikliigiine esit oldugundan

¥~ ()l = | Ca()h| = | Ce()]

elde edilir. Bu ongiiriintii kiimesinin biiyiikliigiiniin her bir y € 2% icin aym
olduguna dikkat edelim. Boylece, bu ongoriintii kiimeleri ayrik oldugundan
ve bir araya geldiklerinde G kiimesini olusturduklarindan

Gl=UJ v

yexC
= > Wl
yexC
= |Cala)|
yexC
= |29].| Ca(2)]
elde edilir, ki bu aradigimiz denkleme acik sekilde denktir. O

Simdi de Soru 4(b)’yi hatirlayalim:
29 =1 <= 2 € Z(G) .

Bu sonucu tistteki 6nermeyle birlestirdigimizde sonlu gruplar i¢in sinaf denk-
lemini elde ediyoruz:
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Teorem 10.8 (Smuf Denklemi). Bir sonlu G grubunda x4, ..., x; elemanlar
G ‘nin tim farkly eslenik simiflarinan birer temsilcisi olsun. Bu durumda

Gl=12(G)]+ Y |af

i ¢ Z(G)

olur. Ayrica heri=1,...,1 igin |28 = |G : Cq(z;)| saglanir ve hem | Z(G)|
hem de her bir |x%| sayst grubun mertebesini yani |G| "yi béler.

10.3 Dihedral gruplarin eslenik siniflari

Yukarida n = 3 eleman tizerinde dihedral grubu, yani Dy i¢in eglenik siniflarini
belirlemigtik. Simdi de herhangi n € N i¢in n eleman iizerinde 2n elemanh
dihedral grubun, yani Dy, 'nin eglenik simiflarim1 belirleyelim.

n eleman tizerinde dihedral grubunu
G = D,, = <a,b| a" =0 =1,b"tab = a_1>
temsiliyle diigiinelim. Bu grubun elemanlariin
G ={e,a,a® ...,a" ", bab,a’,...,a" b}

formunda, yanii = 0, ..., n—1 olmak iizere a’ ya da a’b biciminde yazilabilecegini
hatirlayalim.

n sayisinin tek ve ¢ift oldugu durumlar: ayiracagiz.

n tek ise:

Once i =1,...,n — 1 icin @’ formunda bir elemam diigiinelim. Cg(a’) 2 (a)
oldugundan Teorem 10.7 ile

()] =G : Cala')| < |G : {a)| =2 (10.1)

oldugunu biliyoruz. Ayrica (a')’ = (ab)! = (a7!)! = a~* oldugundan a=*% €
(a))¥, dolaywsiyla {a’,a"'} C a“ elde ederiz. Ek olarak, n tek oldugundan
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a' # a~* olur (neden?) ve buradan.
(@) = {a',a™"}| =2 (10.2)

elde edilir. Denklem 10.1 ve Denklem 10.2 birlikte bize |(a?)¥| = 2 oldugunu
ve dolayisiyla

(a')° = {a',a™'}
sonucunu verir.

Simdi ise b € G elemaninin eglenik siifini diigiinelim.
=0 =b

oldugundan {e, b} C Cg(b) oldugunu goriiyoruz.

i=1,...,n—1icin g = @’ alalm. Yukarda elde ettigimiz iizere (a’)® =

a~' # a' oldugundan b ¢ Cg(a’) oldugunu, buradan da Soru 6 ile a’ ¢ Cg(b)
oldugunu goriiyoruz.

i=1,...,n—1icin g = a’b alahm. Bu durumdaysa Soru 1(b) ile
(a'D)’ = (a)’* = a™'b # a'b

elde ederiz. Dolaysiyla yine b ¢ Cg(a'b) oldugundan a’b ¢ Cg(b) sonucuna
ulasiriz.

Ulagtigimiz bu sonuclar: birlegtirdigimizde b elemaninin merkezleyicisinin
Ca(b) = {e, b}

oldugunu goriiyoruz. Buradan da Teorem 10.7 bize

| bG| o |G‘ _ 2_’/2, _
[Ca(b)] 2
oldugunu soyliiyor. Biitiin a’,i = 0, ...,n formunda elemanlar diger eslenik

siiflarinda kullanmilmig oldugundan, b 'nin eslenik simifinin biitiin a’b for-
munda elemanlardan olustugunu, yani

bY = {b,ab,...,a" b}
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oldugunu goriiyoruz.

Boylece n = 2m + 1 tek sayis1 olmak tizere, G = Dy, grubunun eleman-
larinin toplamda m+2 tane olan eslenik siniflarina nasil dagildigini su sekilde

ozetleyebiliriz:
n—1 2 =2 m  m+1 n—1
{e} ,ia,a a0}, . {a™a };,{b,ab,...,a b};
1 2’ser elemanli, m tane n elemanh
elemanl
n ¢ift ise:

Bir m € N i¢in n = 2m olsun.

i=1,...,n—1icin g = a' alahm. Eger i # m ise yukarida n sayismin tek
oldugu durum icin yaptigimiz ispat aym sekilde cahigir ve (a®)¢ = {a, a~%}
elde ederiz. g = a™ i¢in ise

(am)b —q ™= g™

oldugundan a™ ve b elemanlarimin degismeli oldugunu goriiyoruz. Ayrica

m m

a™ ’'nin a ile de degismeli oldugunu hatirhiyoruz. Sonug¢ olarak, ¢ = a
eleman1 grubun iki iireteciyle de degismeli oldugundan tiim elemanlariyla
degigmelidir, dolayisiyla Cg(a™) = G elde ederiz. Bu da bize Teorem 10.7
ile [(a™)%| = |G|/|G| = 1 sonucunu verir. Béylece (a™)¢ = {a™} oldugunu
goruriz.

Simdi de g = b i¢in eglenik sinifin1 hesaplayalim. Bu hesap icin su sorudaki
sonucu kullanacagiz:

Soru 7. (a) @) = aba~! = a2b oldugunu gosterin.

(b) Her j € Nicin b® ) = a/ba~7 = a*b oldugunu tiimevarimla gosterin.

Buradan b D {b,a%b, a’h, ..., a*"2b} sonucuna ulasiyoruz. S C G kiime-
sini bu
S = {b,a’b,a’, ... a*" b}

kiimesi olarak tanimlayalim.
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Soru 8. Yukaridaki sorudaki sonucu, her j € Z icin b*) = a~%b oldugunu
gostererek genigletin.

Rastgele bir g € D,,, alalm. Bu eleman bir j € 0,...,n — 1 icin ya g = @’
ya da ¢ = a’b formundadir. Eger ¢ = o/ formunda ise Soru 8’deki sonugc ile
b = b@") € S oldugunu goriiyoruz. Eger ¢ = a/b formundaysa

pd = bajb _ bba’j — (bb)(a’j) _ b(a*j) _ anb
oldugunu, dolayisiyla yine 9 € S oldugunu goriiyoruz. Boylece,
bY =S = {b,a*b,a’h, ... ,a*"%b}

sonucuna ulagiyoruz.

Soru 9. Yukaridaki hesaba benzer gekilde
(ab)® = {ab,a®b,d’, ..., a*" " 'b}

oldugunu gosterin.

Boylece, n = 2m durumunda G = Ds,, grubunun tam olarak m + 3 adet
eglenik sinifim

{e}. {a™} {a,a" '}, {a™ 7 a™ ) {b,a®D, . a® 00} {ab, b, . a0}

g

1 elemanl, 2’ser elemanli, m — 1 tane m — 1 elemanli, 2 tane
2 tane

seklinde listeleyebiliriz.

10.4 Simetrik gruplarin eslenik siniflari

n elemanh kiime tizerinde S,, simetrik grubu ile ilgili su bilgileri hatirlayalim:

e S, bir n elemanl kiime tizerindeki permiitasyonlardan (yani birebir ve
orten fonksiyonlardan) olusur. Bu kiimeyi {1, 2, ..., n} olarak alabiliriz.
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° ilgili kiimedeki 41, @9, . . ., iizerinde

Zq ‘ 23 - ‘ Zk_l ‘ Zk

seklinde etki eden ve diger elemanlar1 kendisine gonderen permiitasyona

k-déngiisi diyoruz ve (iy ia ... i) seklinde yaziyoruz.
e Her © = (i1 s ... i) seklinde k-dongiisii ve g € G igin

=g lwg= (97" g "o ... g7 k)

olur. Gortiyoruz ki eglenik alma altinda bir k-dongiisiiniin gekli degismez:

bir k-dongiisiiniin eslenigi yine bir k-dongiisudiir.

e Her g € 5, permiitasyonu, ayrik k-dongiilerinin ¢arpimi olarak tek bir
sekilde yazilabilir. 4

Rastgele bir z € S, alalim ve bu permiitasyonu ayrik k-dongiilerinin
carpimi olarak k; > ky > ... > ks olmak iizere

xr = (ill ’i12 ’ilkl)(’igl igg i2k1)---(isl isg isks)

seklinde yazalim. bu durumda, herhangi g € .S, icin eglenik alirsak

[L’g = (g_lill g_lilg P g_lilkl)(g_lz'gl g_l’igg P g_l’igkl) Ce (g_l’isl g_lisg Ce

seklinde z9 permiitasyonunu ayrik k-dongiilerinin carpimi olarak elde ede-
riz. Gortiyoruz ki, eglenik alma altinda x permiitasyonunun, ¢arpimi olarak
yazildigl k-dongiilerinin uzunluklar: degismedi. Boyle bir x € S, permiitas-
yonu igin (ki, ks, ..., ks) sonlu dizisi, z permiitasyonunun ddéngi bi¢imi ola-
rak isimlendirilir. Gordiik ki bir elemanin dongii bigimi eglenik alma altinda
degismiyor.

Bu noktada aklimiza gelmesi dogal bir soru su: peki bu ifadenin tersi de
dogru mudur, yani iki permiitasyonun dongi bigimleri ayni ise bu permiitas-
yonlar birbirinin eglenigi midir? Bu sorunun cevabi da “evet”. Hem x hem
y permitasyonunun déngi bi¢imi (kq, ks, . .., ks) olsun. Bu durumda bu iki
permiitasyon

4Siralama degigmesi gozard: edildiginde. Ayrik dongiiler aralarinda degismelidir.
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xr = (7:11 ?:12 ilkl) (2.21 2'22 i2k1) ('ésl isg 'ésks)

N

Y= (Jun Jiz -+ Jik) (21 J22 --- Jowy) o (Ust Js2 -+ Jsks)

bigimlerinde yazilabilir. Sekilde oklarla gosterildigi gibi ¢ 'leri j 'lere gonderen,
diger elemanlariysa herhangi bir sekilde birbirine egleyen bir permiitasyona
g dersek, yukarida gosterildigi gibi y¢ = x oldugunu, dolayisiyla x ve y 'nin
birbirinin esglenigi oldugunu goriiriiz.

Sonug olarak, simetrik grubun eglenik siniflar1 permiitasyonlarin dongii sekilleri
tarafindan, yani n sayisinin pozitif tamsayilarin toplami olarak kag¢ farkh
sekilde yazilabilecegi tarafindan belirlenir.

Ornek 10.2. G = S5 icin eglenik simiflarin1 belirleyelim. 3 sayisin

3=3
=241
—1+1+1

olmak tizere ii¢ farkli sekilde pozitif tamsayilarin toplami olarak yazabiliriz.
Dolayisiyla ¢ farkli dongii sekli miimkiindiir ve bunlara karsilik gelen g
eglenik sinifi

Dongii sekli ‘ Eslenik sinifi

(3) {(123),(132)}
(2,1) {(12),(13),(23)}
(1,1,1) {e}

olarak listelenebilir.

Soru 10. G = Sy i¢in tiim eglenik siniflarini bulun.
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Soru 11. Kitaptan (s.111) A, alterne gruplarmin eglenik simflarim ince-

leyin.

10.4.1 Normal altgruplar

Bu kisimda, eglenik siniflarinin normal altgruplarla iligkisini agagidaki 6nerme
ile gorecegiz.

Onerme 10.9. Bir G grubunun H altgrubu, G 'nin normal altgrubudur an-
cak ve ancak eslenik siniflarinin bileskesi olarak ifade edilebiliyorsa.

Kamt. ( = ) G grubunun bir S altkiimesi i¢cin H = |J 2% olsun. Bu
zes
durumda, herhangi bir g € G igin

g 'Hg=g" (U xG) 9= % =J2=H
T€S z€S €S
oldugunu Soru 3’teki sonucu da kullanarak goriiyoruz.
( <) H < olsun. Her bir # € H igin ve her g € G i¢in g~ 'zg € H

oldugundan 2% C H olur. Bu durumda

H=|J{z}c|J2CH

xeH zeH
elde ederiz, dolaywisiyla H = |J 2% sonucuna ulagiriz. O
xeH
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Bolim 11

Karakterler

11.1 Karakter fonksiyonu
Bir matrisin izi:

Asagida bir CG-modiiliiniin (ve dolayisiyla bir grup temsilinin) karakterini,
her bir grup elemaninmi bir kompleks sayiya gotiiren fonksiyon bir olarak
tanimlayacagiz. Bunun ic¢in once bir kare matrisin zinin tanimini hatirlayalim.

Tamim 11.1. A bir n x n boyutlu matris olsun. A matrisinin izi ! , kdsegenin
tizerindeki girdilerin toplami olarak tanimlanir ve

trA = i A“
i=1

ile gosterilir.

Iz fonksiyonunun 6nemli bir 6zelligi, asagidaki lemmada goriildiigii tizere
tabandan bagimsiz olmasi ya da bagka bir deyigle benzer matrisleri aym
degere gotiirmesidir. Bunu gostermek igin 6nce su onemli lemmay1 ispat-
layalim.

ling. trace
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Lemma 11.2. A ve B kare matrisleri i¢in
tr(AB) = tr(BA)

saglanar.

Kanat.

= Z(BA)jj
= tr(BA)
]

Not. Ozel durumlar disinda tr(AB) ile tr(A) tr(B) carpimnm esit olmadigina
dikkat edelim!

Onerme 11.3. A, B kare matrisleri ve P tersinir matrisi i¢in
B =P AP

olsun, ya da baska bir ifadeyle A ve B benzer matrisler olsun. Bu durumda
tr A = tr B saglanar.

Kamit. Ustteki lemmay1 kullarak
tr B =tr(P " AP) = tr(AP.P™") =tr A

elde ederiz. m

Iz fonksiyonunun iki diger temel 6zelliginin ispatin egzersiz olarak birakiyoruz:
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Soru 1. Asagidaki 6nermeleri ispatlayin:

(1) Eger A ve B aym boyutlu kare matris ise. tr(A + B) =tr A + tr B

(2) Herhangi iki A ve B kare matrisi i¢in tr(A@® B) =tr A + tr B

Karakter:

Bir grup temsilinin karakterini, o grup temsili ile iz fonksiyonunun bilegkesi
olarak tamimlayacagiz.

Tanim 11.4. V bir CG-modiili ve B onun bir tabani olsun. Bu CG-modiiliiniin
karakteri,

x(g) = trlgly

ile tamimlanan y : G — C fonksiyonudur. Bir p : G — GL(n,C) grup
temsilinin karakteri, ilgili CG-modiiliiniin karakteridir.

Iz fonksiyonu Onerme 11.1 ile tabandan bagimsiz oldugunudan bir CG-
modiiliiniin karakteri iyi tanimhdir.

Bir p : G — GL(n,C) grup temsilinin karakterinin y = trop fonksiyonu
oldugunu goriiyoruz, dolayisiyla rastgele bir g € GG elemanindaki degeri

x(g) = tr(pg)

olur.

Bir indirgenemez CG-modiiliiniin karakterine indirgenemez karakter di-
yecegiz.

Onerme 11.5. (1) Izomorfik CG-modiillerinin karakteri aynidar.

(2) Eger x,y € G elemanlar: eglenik ise G grubunun her x karakteri igin

saglanar.
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Kanat. Egzersiz. O
Ornek 11.1. Dért eleman iizerine dihedral grubu, yani
G=Dg= <a,b\a4 =t =eblab= a_1>

grubunu diigtinelim. Bu grubun

[ o ,_[1 0
=110 7710 4

ile belirlenen p : G — GL(n,C) grup temsilini alalm. Bu grup temsilinin
diger grup elemanlarindaki degerlerini

[0 a1 0 s_[0 -1
p_017 p_0_1> P—l Oa

p(ab):{—(l] _(1)], p(aQb):[_(l)(l)], P(a?’b):{(l)(l)]

olarak hesaplayabiliriz. Buradan da, bu matrislerin kogegenleri iizerindeki iki
girdiyi toplayarak izlerini hesaplariz ve bu temsilin karakterini buluruz:
g ‘e a a®> a® b ab a*b a®b
x(g)[2 0 -2 000 0 0

Bu tablo aslinda gerektiginden uzun, ¢iinkii Onerme 11.5(2) ile eslenik
olan elemanlar icin karakterlerin ayni degeri alacagin biliyoruz. Boliim 10.3’te
Dg grubunun eslenik siniflarinin

{e}, {a*},{a,a®}, {b, a®b}, {ab, a®b}

oldugunu gordiik. Dolayisiyla tabloyu sadece bu eglenik siniflarinin temsilci-
leri icin

olarak vermemiz yeterli.

Tanim 11.6. V bir CG-modiilii ve x onun karakteri olsun. Bu durumda yx
'nin derecesi, V' 'nin boyutu olarak tanimlanir.
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Bir x adinda karakterin derecesinin her zaman y(e) oldugunu gozlemle-
yelim (nasil?).

Ornek 11.2. G = D grubu i¢in tiim indirgenemez CG-modiillerinin izo-
morfizm simflarim Uy, Uy ve Us olarak Ornek 8.2 ile belirlemistik. Bu fic
CG-modiilii, sirasiyla asagida verilen py, po ve p3 temsillerine karsilik gelir
(gbsterin). w = €3 olmak iizere:

pa=[1], pib=[1]
ppa=[1], pob=[—1]

a_wO b_Ol
p3_0w_17p2—10-

Ayrica, Ornek 10.1 ile G = Dg grubunun eglenik smiflarmm e, a® ve b¢
oldugunu da biliyoruz. Boylece, bu grubun tim indirgenemez CG-modiille-
rinin karakterlerini agagidaki gibi listeleyebiliriz:

gle a b
vill 1 1
x: L1 (11.1)
X3 2 —1 0

Bu sekilde, bir G grubu igin siitunlarim tiim eglenik siiflarinin (ya da
bu smiflarin temsilcilerinin), satirlarim karakterlerin olugturdugu tabloya o
grubun karakter tablosu denir. Karakter tablolar1 gruplar i¢in biiyiik 6nem
tasir.

Onerme 11.7. V bir CG-modiilii ve x onun karakteri olsun. Bir g € G grup
elemaninin mertebesi m olsun. Bu durumda;

(1) x(e) =dimV,

(3) x(g7) = x(9).

(4) x(g) gerceldir ancak ve ancak g ve g

(

(2) x(g), birin m ’inci kéklerinin bir toplamadar,
(
( -1

eslenik ise.
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Kanit. (1) Egzersiz: [e]s birim matristir.

(2) Egzersiz: Onerme 7.8.

(3) Egzersiz: Onerme 7.8"i g~ icin kullanm.

(4) Egzersiz: Madde (3)’ten. O

Teorem 11.8. p : G — GL(n,C) bir grup temsili olsun. x bu grup temsilinin
karakterini gostermek tzere,

(1) her g € G igin

IX(9)] = x(e) <= bir X igin pg = A,

(2) Kerp={g € G:x(g) =x(e)}

Kamt. (1) Eger pg = A\, ise V. = C" olmak iizere karakterin tammindan ve
6nerme 11.7(1) ile

x(g) =nA = AdimV = x(e)
oldugu hesaplanir.

Simdi |x(g)| = x(e) oldugunu varsayalim. Ispatm bu yonil icin 6nce su
gozlemi yapalim: zj, zo kompleks sayilar i¢in |27 + 22| < |21] + |22] {iggen
esitsizligi saglanir. Esitlik durumu, yani |21+ 22| = | 21|+ 22| ise sadece zy eger
z1 ’in bir pozitif gercel kati ise (yani kompleks diizlemde onlar1 temsil eden

vektorler ayni yonde ise) saglanir. Bunu, agagidaki tiggen tizerine diigiinerek
gozlemleyebiliriz:

22
21

Zl+22

Ayni sebeplerle, n kompleks say1 icin |21+ - -+ 2, | = |z1|+ - -+ |2,| kogulu an-
cak ve ancak bu sayilardan her biri z; sayisinin pozitif gergel katiysa saglanir.
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Simdi, Onerme 7.8 ile, bir B tabaninda [g]s matrisi wy,...,w, sayilar
1’in kokleri olmak tizere

w1 0 0
0 wy -+ 0

ga=| . (11.2)
0 0 Wn,

formunda yazilabilir, dolayisiyla
X(g) =i+

elde ederiz. Simdi, her bir w; sayis1 1’in kokii oldugundan |w;| = 1 oldugunu
biliyoruz. Oyleyse
IX(9)] = lwi + -+ + wi

sayisiyla
x(e)=dimV =n=|w|+ -+ |wn]

sayisi esittir ancak ve ancak her bir w; sayis1 w;’in pozitif gercel katiysa. Bu
ise, her bir w; kompleks sayisinin biiyiikliigii (modiilii) bir oldugu igin ancak
her biri w;’in 1 katiysa, yani ona egitse miimkiin olur. Simdi, bu w; ’lerin
hepsini A ile isimlendirelim, yani A = w; = --- = w, olsun. Bu durumda,
Denklem 11.2 ile [g]g = AL, sonucunu elde ederiz. O

Duzenli karakter:

Tanim 11.9. Bir G grubunun diizenli CG-modiiliiniin karakterine o grubun
duzenli karakter: denir ve yqq, ile gosterilir.

Teorem 11.10. Bir G grubunun eksiksiz indirgenemez izormorfik olmayan
CG-modiilleri kiimesi Vi, ..., Vi olarak verilsin. Her bir V; ‘nin karakteri x;
ve boyutu d; olsun. Bu durumda

Xdiz = dix1+ -+ + diXy

olur.
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Kanat. Egzersiz: Soru 1(2) ve Teorem 9.7’den. O
Teorem 11.11.

Xdiz(g) =

|G| . eger g = e ise,
0 , eger g # e ise.

Kanit. g = e ise: egzersiz.

g # e alalm. B : gq,..., g, ile diizenli CG modiiliiniin grup eleman-
larindan olugan tabani temsil edilsin. Jimdi, g 'nin diizenli CG-modiiliinde
etkisini bu tabana gore belirten matrise A diyelim, yani A = [g] olsun. Bu
durumda A matrisinin girdileri her j = 1,...,n igin

995 = Z Aijgi
i=1
denklemiyle belirlenir. Burada, g # e oldugundan, bir k i¢in gg; = gr # 9;

A = 1 ,1=F ise,
0 ,i#kise

oldugunu, 6zel olarak ise her j i¢in A;; = 0 oldugunu gozlemliyoruz. Boylece

oldugunu, dolayisiyla

A = [g]p matrisinin kégegenini tizerindeki girdilerin, dolayisiyla da izinin sifir
oldugu sonucuna ulagiyoruz. O

Bu son iki teorem birlikte diiginiildiigiinde bize bir grubun indirgenemez
karakterlerinin, ilgili indirgenemez CG-modiillerinin boyutlariyla agirlhiklandirilarak
toplandiklarinda, g = e digindaki eglenik siniflarinda sifir sonucunu, g = e
icin ise grubun mertebesini verdigini soyliiyor. Bunu G = Dy igin gozlem-
leyelim. Bu grup i¢in karakter tablosu Tablo 11.1 ile verilmisti. Teoremlerin
belirttigi tizere, ilk iki satir1 tigiincii satirin iki katiyla topladigimizda, ilk
siitun i¢in grubun mertebesi olan 6 sayisini, diger siitunlar iginse sifir1 elde
ediyoruz.
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11.2 ig carpim ve karakterler

Fonksiyon uzay1 iizerinde i¢ carpim:

Bir G grubundan kompleks sayilar cismine tiim fonksiyonlar1 F(G,C) ile
gosterelim. Bu kiime, fonksiyonlar iizerinde taniml toplama ve skaler carpma
iglemleriyle boyutu G 'nin mertebesine esit bir kompleks vektor uzay: olugturur

(nasil?). G grubunun her karakterinin, bu uzaymm bir elemam olduguna da
dikkat edelim.

Simdi, bu uzay ftizerinde bir kompleks i¢ carpimi soyle tanimlayalim:

0,9 € F(G,C) i¢in X
(0, ¢) = €l > 6(9)6(9)

geG

olsun.

Karakterlerin i¢ carpimlari:

Biz, ozellikle karakterlerin birbirleriyle i¢ ¢arpimlari ile ilgilenecegiz.

Onerme 11.12. X ve ¥ fonksiyonlar, G grubunun birer karakteri olsun. Bu
durumda

() = (¥, x) = |—(1;| > x(@)g™)

geG
olur, ve bu deger bir gercel saydar.
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Kamit. ¢(g') = 1(g) oldugundan

X Zx |é‘ > x(g)g™)

QEG geqG

-1

elde ederiz. Ayn1 zamanda grubu G = {¢g~' : g € G} olarak da yazlabilecegimizden

toplamda bir degisken degisikligiyle

X ‘G|Zx |G‘Zx g~ (9) = (¥, x)

geG geG

sonucuna ulagiriz. O

Onerme 11.13. x ve Y fonksiyonlari, G grubunun birer karakteri olsun.
Ayrica gy, ..., g1 € G ile, G grubunun tim eslenik siniflarinin birer temsilcisi
verilsin. Bu durumda

X(9:)¥(g:)

X,V =@, x) = o | Cal(gi)|

olur.

Kanit. Egzersiz. Karakterin eglenik siniflarinda ayni degeri verdigini ve Te-
orem 10.7’yi i¢ ¢arpim tanimina uygulayarak sonug elde edilir. O

Siradaki teorem, i¢ garpimin indirgenemez CG-modiillerinin karakteri tize-
rinde nasil davradigim ozetliyor. I¢ carpimin geometrik anlamim diigiinecek
olursak, bu teorem indirgenemez CG-modiillerinin karakterlerinin birbirle-
rine dik olduklarini ve boylarinin 1 oldugunu séyliiyor. Bunu, izomorfik olma-
yan indirgenemez C-modiillerinin karakterlerinin ortonormal olduklar: seklinde
de ifade edebiliriz.

Biitiin CG-modiilleri indirgenemez olanlar cinsinden yazilabileceginden,
bu teorem bitun karakterlerin indirgenemez CG-modiillerinin karakterleri
cinsinden nasil ifade edilebilecegini de bize soyliiyor. Bu yiizden, karakter tab-
lolariin biittin karakterleri tarif etmede nasil 6nem kazandigini goriiyoruz.
Bu teoremin kanitin1 burada vermeyecegiz, kanit1 kitaptan okuyabilirsiniz.
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Teorem 11.14. U ve V birbirine izomorfik olmayan birer indirgenemez C-
modili, x ve v siraswyla bunlarin karakterleri olsun. Bu durumda

(x,¥)=0

(x,x) =1
olur.
Sonug 11.15. Vi, ..., Vi bir eksiksiz indirgenemez izormorfik olmayan CG-
modilleri kimesi olsun, X1, ..., Xk tse swraswyla bunlarin karakterleri olsun.

Bu durumda, heri,j =1,...,k icin

1, egeri = j ise ,
0, eger i # j ise

(Xi» Xj) = 0ij = {

olur. 2

Bir G grubu ig¢in Vi, ..., V} seklinde bir eksiksiz indirgenemez izormorfik
olmayan CG-modiilleri kiimesi verildiginde eger bunlarin karakterleri sirasiyla
X1, - - -, Xk ise, bu karakterlerin G’ grubunun tiim indirgenemez karakterlerini
verdigine dikkat edelim.

Teorem 11.16. V bir CG-modili, v ise ona karsihk gelen karakter ol-
sun. Vi, ..., Vi seklinde bir eksiksiz indirgenemez izormorfik olmayan CG-
modilleri kiimesi alalim. Bunlara, swraswyla X1, ..., Xx indirgenemez karak-
terleri karsilik geliyor olsun. Bu durumda

Y =dix1+ -+ dixx
olacak sekilde dy, ..., d, € N saylar, vardir ve sayilar her i =1,...,k i¢in
di = (¢, xi)
denklemiyle belirlenir. V' 'nin indirgenemez direkt toplam ayrismast

ngl@"'@vl@%@‘“@%@ @Vk@"‘@vk
- A - - N >y

dy adet do adet dy, adet

*Buradaki d;;, Kronecker deltas: olarak isimlendirilir.
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olarak elde edilir. Ayrica
k

(W, ) =>_d;

i=1

olur.

Kanat. Egzersiz. Bu teorem, daha once indirgenemez CG-modiilii direkt top-
lam ayrigmasi igin elde ettigimiz sonuclardan elde edilir. O

Bu teorem ile, bir karakterin ve dolayisiyla bir CG-modiiliiniin indirgene-
mez olup olmadigin1 dogrudan elde etmenin de bir yoluna ulagmig oluyoruz:

Sonug 11.17. V' bir CG-moduili, v de onun karakteri olsun. V' ve v indir-
genemezdir ancak ve ancak (1, 1) =1 ise.

Kanat. Egzersiz. 1) 'nin indirgenemez olmasi i¢in yukaridaki teoremdeki d;

degerlerinin sadece birinin 1, digerlerinin 0 olmasi gerektigini gozlemleyin.
O

Ornek 11.3. G = S5 = Dy grubunu alalim. Bu gurun denklik siniflarini

{ep, {(123),(132)}, {(12),(13),(23)}

olarak hesaplamistik. Ayrica, bu grubun karakter tablosunu yukarida Tablo
11.1 ’da gbérmiistiik, bu tabloyu hatirlayalim (S5 ile Dy arasindaki izomorfizmi
a = (123),b = (12) alarak diigiinebilirsiniz). Simdi, bu grubun 8 : ey, eq, €3
standart tabaniyla birlikte V' = R3 iizerinde her bir o € S; icin

0(62‘) = €o(s)

ile verilen permiitasyon modiiliinii alalim. Bu CG-modiiliinde grubun eslenik
siniflariin temsilcilerinin etkilerine karsilik gelen matrisler standart tabanda
sunlardir:

1 00 0 01 010
els=10 10| [123)s=]100] [12s=|100
0 01 010 001
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Bu CG-modiiliiniin karakterini v ile gosterelim. Denklik simiflarinin biiyiikliigiinden
merkezleyicilerin, yani Cg(g) altgruplarmin biiyiikliiklerini de Teorem 10.7
ile eglenik simiflarinin biiyiikliigiinden hemen hesaplayabiliyoruz.

Islemleri rahat gormek icin bu karakterin degerlerini G grubunun karakter
tablosunun dibine ekleyelim:

g |e (123) (12)
xi |1 11
X2 |1 1 -1
X3 |2 -1 0
v |3 0 1
Calg) | 6 3 2

X1, X2, X3 karakterlerinin sirasiyla Ornek 8.2'deki U7, Us, Uz indirgenemez
CG-modiillerine karsilik geldigini hatirlayalim.

Simdi, V' 'nin indirgenemez CG-modiillerine nasil ayrigtigini, bu tabloyla
i¢ carpim hesab1 yaparak ve Teorem 11.16’y1 ve Onerme 11.131i kullanarak
rahatlikla hesaplayabiliriz:

1.3 1.0 1.1
=l =gty =

1.3 1.0 —1).1
d2=<w,><2>=?+?+( 2) =0

2.3 —-1).0 0.1
d3:<¢,X1>:F+( 3) +5 =1.

Buradan 1 = x1 + x3 olduguna, ve dolayisiyla
V=2U ®Us

sonucuna ulasiriz ve V icin indirgenemez direkt toplam ayrigmasini elde etmig
oluruz.

Siradaki teorem, CG-modiillerini ayirt etmek icin karakterleri incelemenin
yeterli oldugunu soyliiyor.
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Teorem 11.18. V ve W birer indirgenemez CG-modili olsun, x ve 1 ise
siraswyla V- ve W “nun karakterleri olsun. Bu durumda, V ve W izomorfiktir
ancak ve ancak x = 1 ise.

Kanmit. Egzersiz. CG-modiillerinin izomorfizm siiflar1, bilegenleri olan in-
dirgenemez CG-modiillerinin direkt toplam ayrigmalarinda kagar kere kul-
lanildigiyla belirlenir. Bu sayilar ise yukaridaki gibi i¢ carpimla elde edilebi-
lir. O
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